ESEMPIO 1

Nella condotta orizzontale (si considera [’azione della gravita perpendicolare al foglio) in
figura, defluisce un’assegnata portata Q. Indicando con pa e pg le pressioni medie (pressioni nei
baricentri) rispettivamente nelle sezioni A e B, e con Q I’area della sezione (costante) della
condotta, valutare, applicando il principio della quantita di moto in forma integrale, nel piano
(x,y) la forza, esercitata dal fluido sul gomito.

R.: F, = p,Q+p0%/Q
Fy = ppQ+p0* /1O

Soluzione.

Dati: Q, pa, pse Q

Richiesta: F =(Fy,Fy)

» Individuazione volume di controllo.

» Applicazione principio della quantita di moto in forma integrale:
I+M,-M=G+1I1
Esplicitandone le componenti X e y, si trova:
componente X) I+ My —Mj =Gy +11,
I, =0, (moto permanente - condizioni di regime)
M, = [ pvy(v)dSp = 0(il fluido esce dal volume di controllo solo attraverso la
sezione B, ma la velocita in quella sezione ha solo componente
y, Vx|p=0).
My = [ pvx (TS 4 = [y pU 4U 4dQ = pU 47
(il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la sezione A, ma la velocita in
quella sezione ha solo componente X, vy[s=Uj,).
G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume
di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)



Ho 3 superfici che delimitano il volume di controllo:
la superficie A: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pa.
la superficie B: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pg, tuttavia
tale forza ¢ diretta lungo y.
la superficie laterale del gomito: Per il principio di azione e reazione la forza che
esercita 1’esterno sul fluido ¢ uguale ed opposta alla forza che esercita il fluido
sull’esterno, data la brevita del tratto si trascurano le dissipazioni. La componente x
di tale forza ¢ -Fy).

Quindi M, =p Q-F,

e la componente x dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:

~pU £Q=pQ-F,.

Ripeto lo stesso procedimento per la componente y dell’equazione della quantita di moto in forma

integrale:

componente y) I, +Myy, —Mp, =G, +11,

1,=0, (moto permanente - condizioni di regime)

My = [gpv,(71)dSp = [ p(-Up)UpdQ = —pU 52 (il fluido esce dal volume di controllo

solo attraverso la sezione B, ma la velocita in quella sezione ha solo componente
Y, VY|B='UB)'

My, = [, pv,,(vi)dS 4 = 0 (il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la

sezione A, ma la velocita in quella sezione ha solo componente x, vy[4=0).
G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume

di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)
), = [¢t,dS = [4,dS + [g;1,,dS + [pt,dS =
Ho 3 superfici che delimitano il volume di controllo:
la superficie A: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pa, tuttavia
tale forza ¢ diretta lungo x.
[4tydS =0
la superficie B: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pg,
[gt,dS =+ppQ (tale forza e diretta verso la sezione B da cui il segno +)

la superficie laterale del gomito: Per il principio di azione e reazione la forza che
esercita 1’esterno sul fluido ¢ uguale ed opposta alla forza che esercita il fluido
sull’esterno, data la brevita del tratto si trascurano le tensioni tangenziali e le
dissipazioni. La componente y di tale forza ¢ —F,).

Quindi [, = ppQ-F,

e la componente y dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:

—pUBzﬂ ZpBQ—Fy.
Da queste relazioni posso calcolare le componenti x e y della spinta del fluido sul gomito:
Fy =pAQ+pUAZQ



2
Fy = pBQ + pUB Q
Restano da determinare le Uy e Ug ancora incognite! Si ricorre al principio di conservazione della

massa.

> PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE DELLA MASSA:
Essendo la densita del fluido costante esso si riduce alla:

Qi:Qu

dove avendo un'unica sezione d’ingresso (A) ed un'unica sezione d’uscita (B), 0;=0,4=0

€ QuzQB
da cui risulta che anche Oz=0.
Inoltre dalla definizione di portata Q=U(2 ed essendo anche Q costante in A e B, si deduce che

UA:UB:Q/ Q.
Sostituendo nelle espressioni per il calcolo di Fy e Fy, si ottiene:
Fy=pQ+p0%/Q
Fy = ppQ+p0* /1Q




ESERCIZIO 1

Calcolare la spinta esercitata da una corrente di acqua (densita 1000 kg/m®) pari a 10 Us nella
lancia da incendio a sezione circolare convergente, in figura, trascurando gli attriti e le forze di
massa.

120 mm 45 mm

R.: Fx=165 N, F, =0.

Soluzione.

Dati: Q=10 10°m’/s= 10?m’/s.
Da=0.12m, Dg=0.045m Q

Richiesta: F =(Fy,Fy).

> Individuazione volume di controllo.

35

» Applicazione principio della quantita di moto in forma integrale:
I+M,-M=G +11

Esplicitandone le componenti X e y, si trova:

componente X) I+ My —Mj =Gy +11,
I,=0, (moto permanente - condizioni di regime)
Moy = [ vy (TS = [y pU U pd©2 = pUR*Q g
(il fluido esce dal volume di controllo solo attraverso la sezione B, dove la velocita
ha solo componente X, v4|g=Up).
My = [ vy (TS 4 = [y pU 4U 4dQ = pU 47O 4
(il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la sezione A, dove la velocita
ha solo componente X, vy[a=Ua,).



G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume
di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)

I, = JS 1,dS = jAtde + ISZ 1 dS + IthdSZ

Ho 3 superfici che delimitano il volume di controllo:

la superficie A: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul

fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pa.

[4txdS =p4Q 4

la superficie B: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul

fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pg,

[ptydS = ppQp=0  perche’ la sezione B rappresenta uno sbocco e pp-0 (pressione

relativa).
la superficie laterale: Per il principio di azione e reazione la forza che

esercita I’esterno sul fluido € uguale ed opposta alla forza che esercita il fluido
sull’esterno, se si trascurano gli attriti. La componente x di tale forza ¢ -Fy).

y =psQ-Fy

e la componente x dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:

2 2
PUB™Qp=pU 4" Qg =pQy—Fy.

Ripeto lo stesso procedimento per la componente y dell’equazione della quantita di moto in forma

componente y) I, + My, =M, =G, +11,,

1,=0, (moto permanente - condizioni di regime)
My = [gpv, (7m)dSp = 0(il fluido esce dal volume di controllo solo attraverso la

sezione B, ma la velocita in quella sezione ha solo componente X, vy|g=0).
M, = [, pv,(vi)dS 4 = 0(il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la

sezione A, ma la velocita in quella sezione ha solo componente x, vy[4=0).
G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume

di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)
I, = [¢t,dS = [4,dS + [g1,,dS + [pt,,dS =
Ho 3 superfici che delimitano il volume di controllo:
la superficie A: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pa, tuttavia
tale forza ¢ diretta lungo x.
la superficie B: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pg, tuttavia
tale forza ¢ diretta lungo x.
JtydS =0
la superficie laterale: Per il principio di azione e reazione la forza che

esercita I’esterno sul fluido ¢ uguale ed opposta alla forza che esercita il fluido
sull’esterno, data la brevita del tratto si trascurano le tensioni tangenziali e le
dissipazioni. La componente y di tale forza ¢ —Fy).

0=-F)

e la componente y dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:

F),=0.

Da queste relazioni posso calcolare le componenti x e y della spinta del fluido sul gomito:

2 2
Fr=psQ4+pU 4 Qy-pUp~Qp



F, =0
Restano da determinare pa, Us € Ug ancora incognite! Si ricorre al principio di conservazione della
massa e al principio di Bernoulli.

» PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE DELLA MASSA:
Essendo la densita del fluido costante esso si riduce alla:
Qi:Qu
dove avendo un'unica sezione d’ingresso (A) ed un'unica sezione d’uscita (B), 0;,=04=0
(& Qu:QB
da cui risulta che anche Oz=0.
Inoltre dalla definizione di portata Q=U«2 si deduce che  Ur=Q/Qx=4Q/(nD?,) ed

Up=Q/Qp=4Q/(1D?%y).

Sostituendo nelle espressioni per il calcolo di Fy e Fy, si ottiene:

Fe=psQu+p0* /0, - p0®/Qp
F, =0
» TEOREMA DI BERNOULLI: Si verificano le ipotesi:
condizioni di regime = moto stazionario
no attrito = fluido ideale
campo gravitazionale = campo conservativo
densita fluido constante >  fluido barotropico
Per cui scelta una qualsiasi linea di corrente tra la sezione A e B risulta:
2 2
HB=zB+U—B+p—B = HA=zA+U—A+p—A.
28 7 2 7
ma zp =z, (lalinea giace su un piano orizzontale) e pg=0 (pressione relativa) da cui:

2 .2
CUp-Uy o QP
Qp QY

Sostituendo nelle espressioni per il calcolo di Fy e Fy, si ottiene:

2
1 1
FXZIDQ— —2——2 QA+pQ2/QA—pQ2/QB, Fy=0
2|0 9

OVVEro

2 2
Q 1 2 2 Q 1 2
e e e
Qp Q, Q, Qp Qp Q, Qp QEQ QpQ
Fy, =0

Valori numerici: U,=0.88 m/s, Ug=6.29 m/s, pa= 19376 N/mz, F.=165 N.



ESERCIZIO 2

Dati  a=30°, Q=10 I/s, Q=0.6 m’, pa= ps= 10"° N/m* e Q.=0.05 m’, calcolare la portata Q.
applicando il principio della quantita di moto in forma integrale al volume di controllo in figura. Si
assuma |’azione della gravita perpendicolare al foglio e si trascurino gli attriti.

R.: Q.=21/s.
Soluzione.
Dati:  a=30°, Q=Q=10 l/s, Q=0Q,=Qp=0.6 m%, ps=ps= 10" N/m? ¢ Q~=0.05 m*
Richiesta: Q..

> Individuazione volume di controllo.

» Applicazione principio della quantita di moto in forma integrale:
I+M,-M,=G+11
Esplicitandone la componente x, si trova:

componente X) I+ My —Mj =Gy +11,

1,=0, (moto permanente - condizioni di regime)

M, = vax(iﬁ)dSB + vax(ﬁﬁ)dSC = LpUBUBdQ+ LpUc cosal dQ,. = pU,’Q +



+pUQ. cosa
(il fluido esce dal volume di controllo attraverso le sezione B e C, dove le velocita
hanno componenti x, vy|g=Ug, vx|c=Uc cos a).

M, = [ pv.om)dS, = [ pU,U,dQ = pU,Q
(il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la sezione A, dove la velocita

ha solo componente X, vg[a=U,).
G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume
di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)
T, = [gt,dS = [£,dS + [q1dS + [g1,dS =
Ho piu superfici che delimitano il volume di controllo:
la superficie A: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pa.

thdS =p2,=pQ

la superficie B: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pg.

thdS =-p,Q, =—-p,Q (il segno — deriva dal fatto che la pressione del fluido

esterno agisce nel verso contrario ad x)
la superficie C: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota pc.

thdS = p-Qc =0  perché la sezione C rappresenta uno sbocco e pc=0

(pressione relativa).

la superficie laterale: se si trascurano gli attriti. La componente x delle forze che

I’esterno esercita sul contorno del volume di controllo ¢ nulla).
Quindi I =p,Q-p,Q
e la componente x dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:

pUBZQ o pUCZQC cosa — pUAZQ =p,Q-p,Q.
Per definizione risultano:
Ua=Q/Q, Up=Qp/Q, U=Q¢/Qc
P07 1Q+p0. 2 IQ . cosa—pQ°/Q=p Q- p,Q

Per calcolare Qc resto da determinare Qg ancora incognita! Si ricorre al principio di conservazione

della massa. Non serve dunque ricorrere alla componente y dell’equazione della quantita di moto in
forma integrale:

» PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE DELLA MASSA:
Essendo la densita del fluido costante esso si riduce alla:

Qi:Qu

dove avendo un'unica sezione d’ingresso (A) e due sezioni d’uscita (B e C), 0.=0,4=0Q

¢ 0,0+ Oc

da cui risulta che anche Qz=0- Oc¢.

Sostituendo nell’espressione sopra si ottiene:
PO=0c) /Q+p0." Qe cosa—pQ Q= p Q= p,Q

o 1 cosa 00. Q
—+ -2 -—(p,—ps)=0
Qc[Q Q, 0 p(pA Ps)

Valori numerici: U,=0.016 m/s, Ug=0.013 m/s, Q=2 1/s.




ESERCIZIO 3

Rispetto al sistema di riferimento assegnato (x,y,z), un getto di sezione ) ¢ animato da una
velocita orizzontale U. II getto viene diviso simmetricamente come illustrato in figura da un
oggetto che rispetto al sistema di riferimento si muove con velocita (V,0,0). Trascurando gli
effetti viscosi, calcolare la forza esercitata dal getto sul corpo e dire se il getto compie lavoro.
In caso affermativo, valutare la potenza ceduta dal getto al corpo.

W

R.: F,=pU-V)>Q(-cos9), compie lavoro, P=pU -V)?VQ(1-cos9)
Soluzione.
Dati: 6, V, U=U;, Q=Q, inoltre risultano Q,= Q3 U,= U3 Q,= Q3 per simmetria del problema
Richiesta: Fy (F,=0 per simmetria del problema)

» Individuazione volume di controllo. Considero un volume di controllo solidale con la piastra.

In questo modo il problema si riduce ad essere equivalente a quello relativo ad un getto
caratterizzato da una velocita pari a U-V che colpisce una piastra ferma, ovvero:

Dati: 06, Ui=U-V, Q=Q; Q= Q3 U,=Us sz Q3

Richiesta: Fy (F,=0 per simmetria del problema)

» Applicazione principio della quantita di moto in forma integrale:
I+M,-M, =G +T11
Esplicitandone la componente X, si trova:
componente Xx) I+ M, —Mij =G, +11,

I, =0, (moto permanente - condizioni di regime)
M, = J;pvx(\ﬁ)dS2 + _[pvx(W)dS3 = L2 pU,U, cos 9dQ + L} pU, cos JUdQ = pU,’Q, cos § +

+ pU;Q,cos 9 = ZpUng cos & (il fluido esce dal volume di controllo attraverso le

sezione 2 e 3, dove le velocita hanno componenti x, vx|;=U> cos 0, vx|3=Uj3 cos 0).



My = [y pve(Vn)dS 4 = [y PUIUIAQ = p(U-V)*Q

(il fluido entra nel volume di controllo solo attraverso la sezione 1, dove la velocita
ha solo componente X, vy|;=U).
G, =0, (essendo il piano orizzontale, il peso del fluido contenuto nel volume

di controllo ha un’unica componente diretta lungo z)
I, = [¢1,dS = [y 1xdS + [g/1xdS + [0 1,dS + [31xdS =
Ho piu superfici che delimitano il volume di controllo:
la superficie 1: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo sul
fluido all’interno del volume di controllo ¢ facilmente determinabile nota p; Essa nel
caso in esame ¢ nulla essendo il getto a superficie libera

thdS =P = p Q=0

le superfici 2 e 3: La forza che esercita il fluido all’esterno del volume di controllo
sul fluido all’interno del volume di controllo sono facilmente determinabili note p, e
p3. Anche in questo caso le pressioni sono nulle perché il moto ¢ a superficie libera.
bztde+ b3tde =—prQy —p3Q3=0
la superficie laterale: se si trascurano gli attriti, la componente x delle forze che
I’esterno esercita sul contorno del volume di controllo ¢ proprio -Fy.
quindi I, =-F,
e la componente x dell’equazione della quantita di moto si riduce ad essere:
2pU22§22 cosd— pU - V)2Q =—F,.
Per calcolare Fy restano da determinare Q, e U, ancora incognite! Si ricorre al principio di
conservazione della massa ed al teorema di Bernoulli. Data la simmetria del problema, non serve
dunque ricorrere alla componente y dell’equazione della quantita di moto in forma integrale (F,=0).

» TEOREMA DI BERNOULLI: Si verificano le ipotesi:
condizioni di regime = moto stazionario
no attrito 2 fluido ideale
campo gravitazionale = campo conservativo
densita fluido constante >  fluido barotropico
Per cui scelta una qualsiasi linea di corrente tra le sezioni 1 e 2 risulta:

2 2
U U
H1221+_1+ﬂ = H2222+—2+p—2.
28 7 28 7
ma zj =z, (la linea giace su un piano orizzontale) e p;=p,=0 (pressione relativa) da cui:

U1:U2:U-V.
» PRINCIPIO DI CONSERVAZIONE DELLA MASSA:
Essendo la densita del fluido costante esso si riduce alla:

Qi = Qu

dove avendo un'unica sezione d’ingresso (1) e due sezioni d’uscita (2 e 3), 0,=0,=0Q
€ 0,=0:+ 03 =20,

ovvero:

(U—V)Q=2QQ U2

ma ricordando che il teorema di Bernoulli suggerisce che U;=U, risulta ,=0Q/2.

Sostituendo nelle espressioni per il calcolo di Fx si ottiene:

p(U -V Qeos9— p(U-V)?Q=-F, dacui F, = pU -V)>Q(l —cos 9
I1 getto compie lavoro, essendo quest’ultimo definito come una forza per uno spostamento.
La potenza ceduta dal getto al corpo ¢: P=L/t=F S/t=F V= p(U - 72 1Q(1 - cos 9)




