Appunti dei corsi di Idraulical e Idrodinamica 1

L ezione 26

| TRANSITORI NEGLI IMPIANTI IDRAULICI.
IL MOTO VARIO NELLE CORRENTI

La complessita dello studio del moto vario nellereoti dipende dalle ipotesi che si introducono, le

quali a loro volta dipendono dalla natura dell’iapio in cui si realizza il transitorio.

Si possono individuare due diverse situazioni. &ptima le variazioni di pressione sono modeste e
quindi il fluido puo essere considerato a dengsistante. Nella seconda, invece, si hanno variazioni
di pressione notevoli ed € necessario considemardehsita variabile. Consideriamo due casi

esemplificativi.

CASO 1: DENSITA’ COSTANTE

— e AP — S e e S PISENOIPINP S S RIS — S

i : @

z=0
Nei serbatoi dell'impianto in figura la distribunie di pressione puo essere ritenuta pari a quella

idrostatica, essendo il fluido contenuto in esatipamente fermo.

- 133 -



LEZIONE 26 (Novembre 2007)
| transitori negli impianti idraulici — Il moto var io nelle correnti

Questo fatto impone dei limiti al valore che lagsiene puo assumere all'imbocco e allo sbocco
della condotta e quindi alle variazioni di presgi@me possono essere osservate in tutto I'impianto.
La densita del fluido pud quindi essere considectatiante cosi come costante puo essere assunta

la sezione della condotta. Al suo interno I'equagidi continuita impone dunque

a_U = O
0s
l
U =U(t)
Mentre I'equazione del moto fornisce
oH 10U | AU
— = ove j=———
0s g ot D 2g

Una semplice analisi delle grandezze che comparwilbespressione dij mostra chej non

dipende das cosi come il termin%%—li. L’equazione del moto puo quindi essere integdatiéa

sezione iniziale a quella finale fornendo

1du .
H,-H,=|-———-j|L
g dt
ove H, e H, rappresentano il carico totale nelle sezioni fimalniziali rispettivamente, mentre
u

< du . : : :
e dlvenutoE in quantoU non dipende da. | valori H, e H, possono essere legati al

livello nei serbatoi mettendo in conto le dissipaziconcentrate di energia

H,=-z+¢ M
2 Zg
H =z-¢ U|U|
1= 12_g
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ove si e indicato corz il livello nel serbatoio® rispetto a quello in condizioni statiche. Avendo
assunto la superficie della sezione dei due serbatoale, deriva che il livello nel serbato@

risulta pari a —z. ¢, vale 1 mentre{, é pari a 0.5, quandd é positivo. Quandd e negativo,

{, vale 0.5 e{, e pari a 1. Si ha dunque

. oYMl Ul (1du AU
2+ <, 29 2+ <) 29 (g dt D 29 -
Ldu . _ UU[(A
EE 2z = 29 (D +Zl+Z2j (NOTAl)

Un semplice bilancio di massa all'interno del séwlmla® mostra che

UQdt = -dzS

EssenddQ la superficie della sezione della condottd éa superficie libera dei due serbatoi.

Segue quindi che

U:—E%
Q dt
e
Sd’z _(sz 1dzdz{)lL }
——22 f oy 2 = A 2= 415
g Q dt? Q) 2gdt|dt| D

Tale equazione puo facilmente essere integratazadilido un metodo numerico. Un’idea sul
comportamento della soluzione puo essere ottenascurando le dissipazioni di energia,

assumendo cioe il fluido ideale. In tal caso

2
d ZZ + 200 z=0
dt LS
La soluzione e dunquez = ¢, se @t +C, CO @t
LS LS

NOTA 1:

Si noti che sia le perdite di carico distribuit® guelle concentrate sono state assunte propaizik) |U|

invece che &J % in quanto il moto pud invertire la sua direzioispetto alla direzione .
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Le costantic, e ¢, possono essere determinate imponendo le condiniarali. Ad esempio se per
t =0 il fluido e fermo ez e pari az, si ha
z,=C,
0=c
La soluzione mostra quindi che sia il livello nerlgatoi sia la velocita nella condotta oscillanb ne
tempo con periodo
2n

/ 209Q
LS

Inoltre fra velocita e pelo libero esiste uno sfasato di 90°

T =

z 2(t)
u(t)
- Jv *p

F_
20
% LS

Ol

La presenza delle dissipazioni induce un’attenuszidelle oscillazioni e il fenomeno non e piu

periodico. L'attenuazione é tanto maggiore quaimicgpande risulta il termine

i[ﬁ + 1.5}
2Q0L| D

Per valori elevati delle dissipazioni si puo avena lenta discesa di a partire daz, senza che il

livello nel serbatoidd assuma valori negativi.
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CASO 2: FLUIDO COMPRIMIBILE

Consideriamo ora I'impianto in figura, costituita dn serbatoio, una condotta e una valvola posta
nella sezione terminale della condotta (sezioneAlando la valvola posta in A € completamente
aperta e il moto e a regime, il fluido defluiscenama velocita medi8) ,. EssendoD,, il diametro
della condotta, la portat®, & pari aU,77D2/4. Assumiamo che il carico cinetico, parlig /2g

sia trascurabile rispetto l,. Cio accade quando la condotta termina con umimngshento (vedi

figura) e la velocita del getto uscente dalla cdtade@ molto maggiore della velocita all'interno

della condotta.
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sezione A

valvola chiusa

valvola aperta

Poniamoci il problema di studiare cosa succede dmu#nvalvola posta in A si chiude in un tempo

T, detto tempo di chiusura. In tale intervallo temgbe la sezione di efflusso passa dal valaye

(vedi figura) a zero con una legge che é dettadetjghiusura

n
tre diverse leggi
T / di chiusura
1
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NonostantdJ 2/2g sia trascurabile rispettola, la velocitaU , & spesso elevata e quindi elevata &

I'inerzia del fluido. Se il tempo di chiusura é piccolo, sono necessarie forze e quindi pression
elevate per fermare il fluido. In tale situazioaecbmprimibilita del fluido non puo essere trastara

COsi come non possono essere trascurate le \ariaalla sezione della condotta che si modifica
essendo il materiale della condotta dotato di ieiéést Per studiare cido che accade € quindi

necessario fare riferimento alle equazioni delleartti in forma completa

a_H:—ia_U_ i
0s g ot

0(pQ) , 3(pUQ) _
ot 0s

Esse vengono comunque semplificate introducendanaldpotesi. In primo luogo il fluido pud
essere ipotizzato ideale. Infatti esserid@/Zg molto minore dih, il termine j pud essere

trascurato nell’equazione del moto che diviene
OH __10U

0s g ot
Il fluido & supposto inoltre barotropico, si assuria® che la densita dipenda solo dalla pressione
p=p(p)
Le ultime ipotesi riguardano la natura della sabag che si suppone di tipo propagatorio, cioée tale
che
F(s,t) = F(s+cdt,t +dt)

con C costante dimensiona@:] = LT‘l)

Essendo
dF :a—th +a—Fds
ot 0s
risulta dF = 0se ds=cdt. Quindi
a_th+a_cht :O:C:—aF—/at
ot ds 0F/ds
Si assume infine che
[anu
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Cio implica che
kj OF /ot| _rjoy
U |UdF/ds

Segue dunque che

oF oF
IV U —

t >>‘ ds
Le ipotesi che la soluzione sia propagatoria e |c|')>eU non possono essere verificate in questo

momento, esse saranno controllate una volta cbellaione sara determinata.

L’equazione del moto conduce a

0 u2|_ 14U
h —|=-———
9s 29

dh 1U6U _1du
as g 0s g ot

TuttaviaU 90U B risulta per le ipotesi fatte, molto minoreQﬂJ’At essend¢<:|>>U e quindi

oh _ 194U
as g ot

Essa costituisce la prima delle equazioni semplificdel fenomeno in esame denominato “COLPO
D’ARIETE”. La seconda equazione deriva dall’equaziali continuita che conduce a

P22 oy 92 po L 9Pyg g

ot ot 0s 0s 0s
Uy
pa—Q 90 +Q 6,0+U6,0 +an—U 0
ot as ot 0s 0s

Per le ragioni precedentemente esposte i secordintieall’interno delle parentesi quadre sono
trascurabili rispetto ai primi e conseguentemeimEspno essere trascurati

09, 000,

=0
ot ot TP 0s
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Ora le variazioni nel tempo della densita e deflziacne devono essere legate alle variazioni della

pressione che a loro volta sono legate alle vammazli h. Si ha infatti

oh_o z+jﬂ
ot ot 1%

Tuttavia la quotaz della condotta non varia nel tempo e sapendoychey( p), si ha

1 oh_10p |
Lot _yot |
L’equazione di stato (LEZIONE 5) per un fluido b&xapico impone
- _dp_
do/p
Segue quindi

1 9 _dpop_pp_p oh |

' 9t dpot Oot 0O ot !

Imponendo I'equilibrio alla traslazione verticalendezza condotta soggetta alle forze che 'esterno

esercita su di essa, risulta (trascurando il pesfiuldo)

pD = 20s
essendos o spessore della condottace la tensione all’interno del materiale con cui edsstata

realizzata .
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E’ evidente dunque che variazioni di pressioni cortgno variazioni della tensiong che a loro
volta sono legate alla deformazione della sezidtravaerso il modulo di elasticit& del materiale
della condotta. Risulta

do dp _2s

dd/D do D
U

E
—dD =—d
D p

E =

Tenendo inoltre conto che

Q= — = — = —— ==
4 'dDb 2'Q 2pgm Dt D
segue
Ed_Q_de dQ_@
2 Q 2s dp Es
Infine

| 00 _dQop_QOD oh |

L’equazione di continuita diviene dunque

QD o0h p 0oh ou
—y—+Q08y—+pQ0—=0
P Es yat Dyat P 0s

{ D ,o_a_h: 10U
Es 0O]ot g ds

oh__1 Op oU__a’du

o g {“DD} ds g 0s
Es

avendo introdotto la costante
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le equazioni che governano il moto vario nella aitalpossono essere scritte nella forma

oh__10U
0s g ot
oh__atoy
ot g ds

e costituiscono le cosidette equazioni semplifickk“colpo d’'ariete” perché vedremo nel seguito
che durante il transitorio si possono manifestartevoli sovrappressioni che possono danneggiare
la condotta stessa. La soluzione delle equaziomiggsere determinata solo dopo aver specificato le
condizioni al contorno. Nel problema in esame,aséizione immediatamente a valle del serbatoio
si ha:

Sezione B h=h,

Infatti avendo trascurato il carico cinetico rigpetd h, e le perdite di carico, si puo affermare che

hOH Oh,.

La condizione al contorno nella sezione terminakadcondotta pud essere ottenuta applicando il

sezione A

teorema di Bernoulli fra la sezione A e la sezideé getto immediatamente a valle della sezione

contratta (sezione C).

2 2
hA +ﬁ = hC +U_c
29 29
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Nella sezione C la pressione relativa € nulla.ttedla quotaz pu0 essere trascurata rispetto al

carico h, cosi come il carico cinetico i/Zg . Segue dunque

U. =+/2gh,
Il principio di conservazione della massa imporatne
U,Q, =Ucw; =4/2gh,Coaft)

essendoC.. il coefficiente di contrazione che lega la seziooetratta alla sezione di efflusso del

fluido al termine del tratto convergente. La retemd precedente deve valere a qualunque tempo e in

particolare anche all'istante iniziale.

U AOQ AO = V 2ghAO C:CO&)O

Segue quindi

Ua _ [he at)

U A0 hAO a)O

avendo assunt@ ,, =Q, =Q, e C. =C,. Quindi nella Sezione A

uio = fz(t)\/h:r;
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Riassumendo e introducendo un agsdiretto dalla sezione A verso la sezione B cogine nella

sezione A, si ha

oh_13u
ox g ot

oh_a’u

ot g ox

*h=h, inx=L [t (NOTA 2)
U h .

. =nt)|— Inx=0 [t

U, n(t) ho

eh=h,eU=U, t<0 Ox

La soluzione del problema formulato precedentemeipende dalla forma della funziomgt) cioé

dalla legge di chiusura. Tuttavia &€ possibile s$itabalcune sue proprieta generali.

In primo luogo notiamo ché e U soddisfano la stessa equazione che ha forma

0°F , 0°F _
-a =
ot? ox?

0

Cio puo essere facilmente verificato gey derivando la prima equazione per moltiplicandola
per a’ e sottraendo la seconda equazione derivata 1@spetempo. In modo analogo & possibile
verificare che la medesima equazione e soddisflatid . Le due funzioni incognite dunque sono

caratterizzate dalla medesima dipendenza spazmpdrale.

Per determinare tale dipendenza introduciamo lendoge variabili indipendenti

X X
G=t-— 5 &=t
! a 2 a

NOTA 2

La costantea introdotta nell'’equazione del moto ha le dimensidinuna velocita. E’ possibile dimostrare
che essa corrisponde alla velocita del suono oelt@otta. Nelle condotte in acciaio il valorealisi aggira

attorno al000my's mentre in un fluido indefinit@ J1400m/'s.
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Notiamo inoltre che
oF _O0F aF - 0F _ 16F+16F

ot 0F 9F, ' ox  adf adf,

0°F _0°F , 9°F 0°F . O°F_10°F_2 9°F _10°F
ot? 651 0£,0&, 0& x> a® 07 a®a&oé, a’aél
Sostituendo tali espressioni nell'equazione ine&lha
0°F 0°F  0°F 0°F 0°F  0°F _
7 +2 t o T T2 Y7
082 TOEOE, 02 0&: T &AE, OE:
0°F
0£,06,

Tale equazione, detta equazione di D’Alembert caeopune della corda vibrante, ha come soluzione

=0

generale

= f1(£1)+ fz(fz)

essendof, e f, funzioni opportune.

Ricordando le espressioni éj e ¢, si ha

X X
F=f|t——|+f,[t+—
1( aj 2( aj

E’ quindi facile verificare che siaf, che f, verificano la definizione di funzioni propagatoden

c=a e c=-a rispettivamente. Infatti

of, = 0T g4 Ol o = O 04 O 06,y Oy dt(1—§j=0
ot ox d&, ot 9&, Ox dé, a

of, =912 gp 4 Ofo gy = 2 04z g O, 05, 1y dt(1—3j=0
ot dx d&, ot 8¢, ox dé, a

Inoltre essendo|c|=|a| e sapendo che l'ordine di & pari al0’ny's & possibile verificare che
|c|>>U , considerato che la velocita del fluido nella comal e in generale dell'ordine diy's.

Notiamo che la funzione‘l(fz) si propaga, non cambiando la sua forma, nellezidine positiva
(negativa) dellassex con velocitaa(-a).

A guesto punto tutte le ipotesi formulate iniziahteerisultano verificate.

Concludendo si ha
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X X
h:ho+fl(t_gj+f2(t+gj
X X
U=Ug+g,|t-=|+g,[t+=
0 91( aj gz[ aj

L'introduzione delle costantn, e U, & possibile essendo le funziofyi, f,,g,,9, arbitrarie.

Le funzioni f,,f,,9,,0, sono legate fra di loro, come e possibile most@residerando le

equazioni iniziali

oh_10Y
0x g ot
U

_Ldf  1df, _1dg  1dg,
ad¢, adf, gdi, gd,

Dovendo tale equazione essere verificata qualungloee assunto d4, e &£, emerge

g g
=-=2f ==f
0, g 0, g2

S K CHR

Inizialmente essendb=h, e U =U, le funzioni fra f, e f, sono entrambe nulle. Non appena

Dunque

inizia la manovra di chiusura, nella sezione A @mdizione al contorno fa si che e U si
modifichino. Cio puo avvenire solo s§ e f, assumono valori diversi da zero. | valori &
generati in A non sono qui di interesse perdhési propaga nella direzione negativa dell’asse

quindi i valori generati in A non vanno a interesska condotta, definita da valori i tali che

0(x(L . La funzione f, una volta generata in A, si propaga all'internadeondotta verso B dove
giunge dopo un tempo parilda.

In B, i valori di f, diversi da zero, che arrivano provenienti da Aderebbero a far assumerelad
valori diversi da h,. Tuttavia la condizione al contorno impote=h, e dunque in B, pet
maggiori diL/a, si generano valori df, diversi da zero ed in particolari uguali-&f,. Tali valori

non nulli di f,, generati in B, si propagano verso A con veloe€it e giungono in A solo dopo un
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tempo 8 =2L/a dall'inizio della manovra di chiusura. Il tempoeclhun’'onda che viaggia con
velocita a impiega a percorrere la distan2h € detto “durata di fase”.

Nella sezione A per tutti i tempi minori di 8, il valore di f, & nullo e si ha

X
h=h, + fl(t—gj

U =U, —% fl[t—gj

Quindi eliminandof, si ottiene
a
h-h, :—g U,-u)

Se il tempo di chiusurar € inferiore ag, in A per r(t{8 si haU = Oe quindi

a
h_ho =EUO

Il valore aU,/g é il sovraccarico che si manifesta in A, in oceasidi una chiusura che avviene
in un tempor minore di@ (chiusura brusca), e che ha una durata paéi-ar . E’ possibile poi
dimostrare che tale sovraccarico e il massimo scaréco possibile. E' possibile ricavare la
massima sovrappressione dalla conoscenza del lefgarpee h.

Prmax = Po = paU,
Tenendo presente ch&11000Ws, p=1000Kg/m* e U, pud raggiungere valori dionys, &
facile vedere che le sovrappressioni che si posgmrerare possono causare la rottura della
condotta stessa.
Per valori di t maggiori dig, f, assume valori diversi da zero anche in A e noiugegpssibile
ricavareh e U in modo semplice. Spesso € necessario ricorreretadi numerici che , tuttavia,

utilizzano una forma diversa delle equazioni cheavdcavata nel seguito.
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LE EQUAZIONI LUNGO LE CURVE CARATTERISTICHE

Partiamo dalle equazioni semplificate del colpaidia

oh_1au
ox g ot
oh_a’u
ot g 0x

e moltiplichiamo la prima equazione per una cost@dne sommiamo la seconda equazione

oh, noh_afau a®ou
ot o0x g| ot A 0dx

Se A =dx/dt il termine di sinistra divieneh/dt .
Se a?/A =dx/dt anche il termine fra parentesi quadre divieneekavdta diU rispetto al tempo

Si ha dunque

dh =édU
g
Cio0 € possibile se e solo se
pA=d
A
se cioe
A=+xa
e quindi se
dx
— =zta
dt

L’equazionedh = édU o dh= iEdU puo essere facilmente integrata fornendo

g
h—h, =+2(U -U,)
g
Tali relazioni frah e U hanno pero validita solo quando sono soddisfategjlazioni

dx = +adt

che conducono a
X = +at + costante
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In altre parole solo un osservatore che si muove uelocita +a(— a) cioe con legge

X = +at + cost (x = —at + cost) nel piano orario vedra il carich e la velocitaU legate dalla

relazioneh - h, = (a/g)(U -U,) (h-h,=~(a/g)(U -U,) ).

Le curve (rette) del piano orario definite da=tat +cost sono dette curve caratteristiche e le

equazionih—h, = iE(U —UO) valgono solo lungo tali curve.
g
Un semplice metodo (grafico) per determinare ibvaldi h e U nelle sezioni A e B & quello di

analizzare il fenomeno nel piaffd , h).

Per esempio consideriamo una chiusura bruscaegge Idi chiusura rappresentata in figura

ni
1 sl

Y

0.5 1 1.5 t

—
D

Analizziamo il fenomeno nel pian@ , h)
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Per quanto discusso in precedenza, il punto nebdia,h) che rappresenta la situazione in B per
qualunque tempo inferiore o ugualé@g ¢ il punto (Uo,ho). Indicando conB,e A, la situazione
nella sezione B e nella sezione A rispettivamehtgenerico tempd = né, il punto B, si trovera
in (U,,h,). Un osservatore che si trova in B all'istante 050 e si muove con velocit&a verso

A, vi giungera al tempd = 8. Durante il movimento I'osservatore vedra un aakcuna velocita

legati dalla relazione

Bos=B:2s

A:

o —— e — —

1

Uo U

rappresentata in figura dalla ret®@. E’ dunque evidente che il puntd, che rappresenta la

situazione in A all'istantd = @ deve trovarsi su tale retta. Dove? La condizidneoatorno nella

uio = n(t)Jh::

Fissando il valore dit, tale condizione al contorno rappresenta nel piémm) una curva sulla

sezione A impone che

qguale deve trovarsi il puntd al tempo considerato. Nel caso in esam@ e pert=6 n vale
zero. La curva che rappresenta la condizione abcoo in A degenera quindi nell’as$e Il punto

A dovendosi trovare contemporaneamente lungo la ®tte lungo la curvaU = Q avra
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coordinate (O,h0 +§U0] (vedi figura). La procedura pud essere continysa esempio per

trovare la posizione dB, ;. Infatti un osservatore che si trova in A all'istat =6 e si muove

verso B con velocita a, vi giungera al tempd =156. Durante il suo movimento vedra una

velocita e un carico legati dalla relazione
a
h-hy =E(U _UAl)

(retta®). Quindi il puntoB,; dovra trovarsi lungo tale retta. Inoltre in Bclandizione al contorno
impone cheh =h, ed é quindi facile determinam®,. come intersezione della reteae della retta
h=h,. Proseguendo nel tempo & poi possibile determiagpesizione diA,,B,., A, e cosi via. Si
osservi che, dopo che nella sezione A al terhpd si € prodotto il massimo sovraccarico, al
tempot =26 il carico scende al di sotto di, di una quantita pari 4aU0)/g. Se il valore di
(aUO)/g e elevato en, non é grande, e possibile che la pressione raggiilivalore della tensione

del vapore e che quindi il fluido caviti. In talsmasi formano all'interno della condotta delle boll
che poi implodono quando la pressione aumenta muenee.

Avendo trascurato le dissipazioni, lo stato deflesis oscilla con period@d , infatti B,. coincide

con B,;, A, coincide conA e cosi via.

| risultati ottenuti mostrano che esiste una faseuii il fluido, inizialmente animato da velocits,,
rallenta comprimendosi e trasformando la sua éa@igetica in energia elastica di compressione.
Questa fase termina quando il fluido & fermo ersgione massima. A questo punto il fluido si
dilata invertendo la sua velocita che assume valegativi via via crescenti, mentre la pressione
diminuisce. Quando la pressione raggiunge il valoimale, la velocita negativa € massima e pari a
-U,. A questo punto il fluido rallenta anche se camdita espandersi e quindi ad avere una velocita
negativa. La fase di espansione termina quandadssipne raggiunge il valore minimo. In tale
situazioneU = 0 Inizia quindi una fase di compressione legatdattb che la velocita ritorna
positiva. Dopo mezza fase la velocita velg e la pressione ritorna ad avere il suo valoreimatigo

e il fenomeno si ripete identicamente per la maraah dissipazioni. Queste ultime causano nella
realta una lenta attenuazione del fenomeno (vgdrd) e al termine del processo si raggiunge una

situazione stazionaria descrittada= e@=h,.
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LEZIONE 26 (Novembre 2007)
| transitori negli impianti idraulici — Il moto var io nelle correnti

c+4+——
c

Vediamo ora cosa succede in presenza di una marleuta tale cher)8. In particolare

esaminiamo il caso in cui la funziomesia quella rappresentata nella figura sottostante

A

0.5 1 1.5 2 t/0

Analizziamo il fenomeno nel piang, h)

Come nel caso precedenBg, = (Uo,ho) e un osservatore che partendo da B all'istamté.56 si

muove verso la sezione A, la raggiunge al temmp@ osservando, durante il tragitto, valorildi e
h descritti dalla retté&d
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LEZIONE 26 (Novembre 2007)
| transitori negli impianti idraulici — Il moto var io nelle correnti

h
parabola 2)
retta @
A2=A4 A1
Bas B1.5=Bas | 5
! 0.5
ho l
As \
} retta (1)
l
|
|
|
! e
Uo U
h—h, =-2(U -U,)
g
ove deve cadere il puntd, . Al tempot =6 la valvola posta in A non e ancora chiusa e quindi
U=z0.
U h
Uo hy

Nel caso in esamg(6) & pari a 0.5 e la condizione al contorno in A &ctitta, nel piandU, h)
dalla parabol#®. E’ evidente dunque chd, cadra nell'intersezione fra la retiae la curva?. Un

osservatore che, trovandosi in A all’istarite 8, si muove con velocita+ a verso la sezione B vi

giungera al tempt = 1.56 , osservando valori di e U legati dalla relazione (rett®)

h_hng(u ~U,)

Tenendo conto che in B deve essere ugualelg, e facile posizionareéB,,. Continuando nella
procedura é poi possibile ottenefe,B,. ...

Si noti che il sovraccarico che si realizza in i guesto caso inferiore (@U, )/g .
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