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1 FONDAMENTI

[ meccanismi che conducono al mescolamento in ambiente flui-

do di traccianti passivi (soluti non reattivi) si differenziano in

funzione delle caratteristiche del moto del fluido stesso.

Schema dei processi di mescolamento

’ Proprieta del Moto

H Meccanismi di Mescolamento

Quiete (v=0)

Diffusione molecolare

Laminare (Re < Re..) e Uniforme (Vv=0)

Diffusione molecolare+Convezione

Laminare (Re < Re.) e Disuniforme (Vv #0)

Diff. molec.+Convezione+Dispersione

Turbolento (Re> Re.) e Mediamente uniforme (VV =0)

Diff. molec.+Convezione-+Diff. turbolenta

Turbolento (Re> Re.) e Mediamente disuniforme (VV #0)

Diff. molec.+Convezione+Diff. turbolenta

+Dispersione

Nel seguito si fara uso delle seguenti definizioni:

1. Concentrazione massica

Nello ‘schema di continuo’, per cui le proprieta di un fluido

sono la media su un numero opportuno di molecole, data

la massa AM 4 del ‘componente o specie A’ contenuta in
AV si definisce la concentrazione c4 come:

. AMy

A= Ay

Nota. Lo schema di continuo e valido se € €:
(a) abbastanza grande da contenere molte molecole cioe se

()2 > X\ con A= distanza intermolecolare media;

[ca] = ML (1.1)

(b) abbastanza piccolo da descrivere correttamente la distribuzione spaziale

locale delle concentrazioni cioe se

(0 <« (186>_1.

Esempio cOx

i

Con questa scelta di € si evidenzia bene che % < 0. Impossibile per € molto grande.
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La concentrazione massica della miscela di 2 componenti
AeBe:
_ : AMy+ Mp
C=ca+cp —Al‘l/rg>€ NG (1.2)

e per fluido omogeneo (1 sola componente) ¢ ¢ la densita.

2. Velocita

(a) Velocita della miscela

in una miscela le varie componenti hanno velocita di-

verse (v4,vp,..). La velocita media della miscela v ¢

tale che cv sia la portata massica per unita di superficie

in direzione v/|v]:
CO=cqva+cpvp, [ev]=(ML%) (LT )=ML>T!

CAVA+CBUB AM v+ AMpvp
_ — (1.1)-(1.2) — '<1'3>
C AMs+AMp

(b) Velocita di diffusione di 1 componente

— v

la velocita di diffusione di 1 componente (A) ¢ la velo-
cita della componente (v4) rispetto alla velocita della
miscela (V):
(AMA+AMpBlvs—AM v — AMpVR
AMa+AMp -
AMp
T AMu+ AMg

cioe e una velocita relativa.

VA=V~ =1.3)—

(va—vp)
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3. Flusso di massa

(a) Il flusso di massa assoluto di A ¢ q,4 tale che
q 4 nAS At sia la massa AM 4 che attraversa l'elemento

di superficie AS di normale 1 in un tempo At cioe:

AM 4= q - nASAL. n "“
Ma essendo AV = v 4-nASAL il volume di A che at-
traversa AS nel tempo At, ed essendo, per definizione,

AM 4 = c,AV ne segue:

ca(va-nASAL) = AMy = g nASAL
(AV)
cioe g = CAV4. (1.4)

(b) 11 flusso di massa relativo g4 si definisce in analogia a

VA QAECA@A:CA<UA—@).

1.1 Gl assiomi di Fick e la ‘Legge di Fick’

Gli assiomi, simili agli ‘Assiomi di Stokes’, permettono di de-
rivare un ‘legame costitutivo’ tra g e ¢ noto come ‘legge di
Fick’. [Questo legame & analogo, per esempio, alla ‘legge di
Fourier’ che lega il flusso di calore alla temperatura (@ =
— KV} con K =diffusivita termica).]

Ipotest:

1. miscela in quiete i.e. v = 0;

2. concentrazione massica costante ¢ = cost.
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Assioma (1). q4 ¢ funzione di Vey: g4 = f(Vey).
Poiche per ipotesi v = 0, dalla definizione di v 4 ne segue
V4 = vy cioe g4 = f(Veya) e per una specie/componente

generica: q=f(Ve);

Assioma (2). Il processo diffusivo e isotropo cioe non esi-
stono direzioni preferenziali. Questo impone che f non

deve dipendere dalla direzione spaziale;

Assioma (3). I processo diffusivo ¢ omogeneo cioe non

dipende dalla posizione . Questo impone che f non deve

dipendere esplicitamente da ;

Assioma (4). Il legame f ¢ lineare.
Da cui la ‘Legge di Fick’

q=—DVc, D=diffusivita molecolare, [D]= LT 1. (1.5)

Note:

- per I’Assioma (3), VD = 0, ma D puo dipendere dallo stato
del fluido: D = D(P, C}y, chimica, ...);

- per I’Assioma (2), D e uno scalare;

- il segno — nella (1.5) indica che la massa fluisce da regioni

ad alta concentrazione verso regioni a bassa concentrazione;

- il Numero di Schmidt |§¢e = = (1.6)

misura gli effetti di diffusione di quantita di moto rispetto alla
diffusione di massa.

Nei liquidi (acqua) D = 2x107?m?s™ 1 e v &~ 1 x 107 9m?s~!
— Sc~10°> 1.



2 LA DIFFUSIONE MOLECOLARE (quict)

L’equazione che descrive il processo di pura diffusione moleco-

lare si ottiene imponendo la conservazione della massa di soluto.

Se c¢(x, t) e la concentrazione massica di soluto in un punto
P interno al volume di controllo V' (volume spaziale fisso), si

impone la conservazione della massa di soluto racchiusa in V:

) n ~q
éy/haﬂ/ + !/(rndS 0 (2.1)
ot Jv S

S (variazione di massa in V) (flusso di massa attraverso S)

X1

x3

Usando il ‘“Teorema della Divergenza’ [¢q-ndS= [,,V-qdV,

si giunge alla forma / Oc n V-q] dV —0
v Lot

e, per l'arbitrarieta di V', alla forma differenziale

0

£+Vq:0 (2.2)
Quindi, sostituendo nella (2.2) la ‘Legge di Fick” (1.5) si ha:

Jc oc Jc
O — at‘i_v -q (15— at_“v . <_DVC> —(D = cost)— a — DV2C
dc 5
— E = DV-c (Equazione di ‘pura diffusione’) (23)

Quest’equazione e:
e simile all”Equazione del calore’;
e linecare in ¢ cioe tale che se ¢; e ¢ la soddistano anche
la combinazione lineare ¢ = «ac; + (e la soddista =

"‘Sovrapposizione degli effetti’.

7



CAPITOLO 2. LA DIFFUSIONE MOLECOLARE (QUIETE) 8
Alla (2.3) si devono associare delle opportune:

e Condizioni iniziali. c(x,0) = co(x);

e Condizioni al contorno. Queste possono essere di 2 tipi:

Tipo Dirichlet. c(xy,t)=cs(t), xs< frontiera del dominio
Tipo Neumann. Ve(xy, t)=(Vd,(t), xs€ frontiera del dominio

Nota: Dalla (1.5) la condizione di Neumann coincide con il
fornire il flusso di massa g alla frontiera. Infatti essendo g =

— DV e noto Ve risulta noto anche q.

2.1 La diffusione monodimensionale

Si ipotizza di studiare la diffusione molecolare 1D di soluto per

cui ¢ = c(x,t) ossia:

o _oe_,
oy 0z
In tal caso la (2.3) diventa
dc O*c
a — DW. (2.4)

Si determina, quindi, la soluzione fondamentale della
(2.4) corrispondente all'immissione di una massa M di soluto
in (x,t) = (0,0).

Le condizioni al contorno sono tali che c sia limitata per

T + 00.
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La soluzione deve soddisfare le seguenti proprieta:
(i) c=c(z,t, M, D), (2.5a)
(ii) Poiche (2.4) ¢ lineare in ¢ vale la sovrapposizione degli effetti

cioe usando N sorgenti M si ha una concentrazione Nc¢ cioe

c x M, (2.50)
(iii) per la definizione di concentrazione
/ cdr = M, (2.5¢)
(iv) per la simmetria x> —z della (2.4) risulta c(z,t)=c(—x,1).
... Oc . Az t)—c(—Ax,t)
Quindi &C(O, t) :Alirgo A =0. (2.5d)

Le condizioni (i) e (ii) implicano che

c=Mf(x,t,D) <= /\C/l:f(x,t,D)

ed essendo, in un’analisi monodimensionale
c)]=ML?, [M|=M, [2]=L, [t|]=T, [D]=L*T"!
¢ possibile applicare il ‘“Teorema I1” usando (¢, D) come coppia

di base c/ M T
o = g(I1) con Ilp= tao Db’ L= tea DB

— L/ MI=[t] ] D)= T[T~ — ag—Fy=0, 26p=—1
= (ap, Bo) = (=3, —3)
— L'=[z] =[] D]" =TI T " —= oy — 51 =0, 26,=1
— <041761> — (%7 %)

. . . C aj
Ne deriva quindi che Mi-12D-12 g (tl/ng/g)
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Da cui la Soluzione fondamentale
T

- M P
C_@g(n> n:\/ﬁ

Si determina la forma esplicita di g(n) sostituendo la (2.6) nella

con (2.6)

(2.4) dove compaiono:

dc 1 M M 1 x 1 M /
o= 20 i (2w~ =5 97
Jc M /(377 M /

Ox \/79 or Dt

(92 5’ (80) (3’ (./\/l /) ./\/l //877 ./\/l

ox2 Ox \dx) Oz I Dt” 9z \/D3t3g
Sostituendo nella (2.4), si ottiene un’equazione per g(n):
1 M / M w11
—— = — — —g=0
2@ <g‘|'g77> ;Bj/ﬁg ) 9412977+29
che puo anche essere riscritta come: e (g + 2977 =0

ed integrata tra 0 e il generico valore n:

/md< +1>d (Jzé(/+1A) «+¢A)—0

Odﬁg 2977 N = 9 297777 9 29770—
1 /

59 =g (0).

Il valore di ¢ (0) si calcola dalla proprieta di simmetria di ¢

0 /
(equazione (2.5d)). Infatti dalla o Mg ne segue che

or Dt
/ Dt (90
g(0) = /\/181;(0) =(50)= 0

. 1
e quindi g + 591 = 0 (2.7)

. . 2 .
con soluzione tipo ¢ = C1eM con C] e A da determinare.

— g+
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Sostituendo tale soluzione nella (2.7) si ottiene:

1 1 1
2(11>\776A772 -+ 2(11776”72 =0 = 2\ = - — A\ = I
P 1 la (2.6) di C = M C e_ﬁ Mcle_f;t
er cui la (2.6) diventa: VD! /Dt
La costante C si determina imponendo il vincolo (2.5¢):
MO 22 MOl 2
M / cdr=—= e Dtdr=x_,pn= e 2Vt dX
\ﬁ EERRY/7
1
Ci=——.
2.8 2
Soluzione fondametale per 2Bf \ ﬁ .
ol g, >ntale e, quindi:
M=1Kg, D=lm%s : t=0.10s
| 25)
- : t — 0 tende alla 0
jl]2 -
e
lim c(x,t)=0
x#0,t—0

Jim c(0,t) =

Cioe la (2.8) e soluzione della (2.4) a cui ¢ associata la condi-

zione iniziale Co(x) = Mé(x) (2.9)
[si provi a calcolare %@(28)] dove
/ " S(a)de = 1, / T F2)(x — X)de = f(X). (2.10)
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Proprieta della soluzione fondamentale

(i)MOE/_OO (x,1) daz—m e 4Dtdx—ﬁﬁ:M (2.11a)

(22) la media p (posizione del baricentro di ¢) e il momento di

ordine 1, M, sono legati dalla definizione

M,
=_— 2.11b
i 2119
e sono entrambi nulli. Infatti
o0 22 M2/Dt [°.
M1E/ xe(x,t) d:z:—\/i xe i dp= / Xe Xdx

_2/\/1( MF 7 =0(2110
/A8

[Nota: si puo dlmostrare Che tuttl i momenti dlsparl sono nulli. |

(¢47) il momento d’ordine 2, My, dipende da D e t:

MQI/ Oox%(:c Hdz— 1] OO:p?e—fﬁtd:c:th/ X% XX
. 7 \/47TD —00 \/7? —00

4AMD o0
=1 \/7? d —00

7
AMD CAMDE[ [T
o \/%t{dA(@ ﬁt_ ]

2\ \3
(2v) dalle (2.11) si determina la varianza o

[% (z—p)? edr [ wPedr— 24 pldr+ 17 [ c

M() MO

M, 2MDt
_ M2 _ 9Dt 211
M, M (211¢)

d 3
eAX

M=l

—2MDt (2.11d)
M=l
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Note:
e la (2.11d) mostra che la regione spaziale su cui c(x,t) ¢ si-

enificativa (di ampiezza 0?) cresce linearmente con D e t;

e si dimostra che tutti i momenti pari sono funzione di o

<o do?
e dalla (2.11d) ¢ chiaro che | == — 92D, (2.12)

dt

Quest’'ultimo risultato ¢ molto piu generale e vale per ogni

funzione che soddisfa la (2.4) e tale che

0
lim z"¢=0, lim =0 Vn (2.13)

r—F00 r—F00 ox

Infattl moltlphcando la (2.4) per x e integrando:

da: D/ xwdzp — g / redx D/ 7 aj——c dx
dMl dc ,LL
:>dt D:U&C—c_oo (2.13)= O:Mt—() cioe
p = cost. (2.14)
Analogamente moltiplicando la (2.4) per z° e mtegrando
/ dac D/xwdx:d/xcdaz D/ P —2xcdx+2D/_ogdx
dMy | 0 =in d(Myo?)
2 C 00
:>dt =D\x &6—255(3 _O;FQDM_(QJB)—QDM — it —2DM
do? do?
— M— =2DM — |— =2D. 2.15
M dt M dt (2.15)

Cioe la varianza di una qualsiasi distribuzione c limitata nel
senso di (2.13) cresce con t alla velocita 2D indipendentemente

dalla sua forma specifica.



3 ESTENSIONE APPLICABILITA
SOLUZIONE FONDAMENTALE

Si analizzano alcuni casi specifici di Soluzione fondamen-

tale in funzione di particolari condizioni iniziali/al contorno.

3.1 Caso di generica distribuzione iniziale di concentrazione

Mentre la soluzione (2.8) ¢ relativa al caso di una massa M
immessa in (x,t) = (0,0) ci si pone il problema di ottenere
una soluzione dell’equazione (2.4) nel caso in cui sia nota la

generica condizione iniziale:

c(x,0) = co(x). (3.1)

Per le proprieta della d di Dirac tale distribuzione iniziale puo

essere considerata come la sovrapposizione di infinite immis-

sioni di massa del tipo: dM (&) = co(§)dE. (3.2)
Infatti per le (2.10) la (3.1) diventa:

@)= | e@dla—gds= [ dME©ow-€) (33

_w J—

cioe una distribuzione iniziale dovuta ad infinite immissioni
locali di massa dM().

Ricordando poi che
1.1a (2.4) ¢ lineare in ¢;

2. la o e il limite per t — 0 della Soluzione fondamentale,

cioe per t — 0 la d(x — &) che compare nella (3.3) evolve

. _(3=¢)?
nel tempo verso la funzione e 4Di
Vamr Dt

14
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la soluzione ¢(x,t) al generico tempo t si ottiene come somma

di Soluzioni fondamentali'

* ald) o~
olz,t) = / 47TD 5 / 47TD <.3 "

E ora possibile verificare che
(i) La (3.4) tende alla ¢y(x) per t — 0.

_r = S
Posto X = \/7 :az—<@>X, dX:—@

1 —00
la (3.4) diventa c¢(x,t) = —\// Co (x — \/4DtX> e dX
T Joo

ed essendo per X prefissato %11%5 = x ne deriva

hmc (x,1) \f/ co(x XZdX:C(iﬁ?/O:SdeX:C(i;? Vir=cy(x).

(ii) La massa di soluto & conservata.

00 r—£)2
/ c(x,t)dr =3, = m/ / )e_(41§75) dé| dx =
—00 m
(z=¢)?
= 6_ 4Dt daj df =
\/47TDt — /—oo
1 o0 —X2
= 5 | el@VADE /Ooe dX]dfz

_ j% [~ alervras= [~ (e -
_ /_O;d/\/l — M
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3.2 1l caso di ‘distribuzione iniziale a gradino’

E un caso particolare della soluzione (3.4) appena vista ed e

relativa alla condizione iniziale
¢ 1 0()

co(x) =

X

3.5
0 x>0 ( )

[co—cost. r <0

che corrisponde all'immissione costante di soluto lungo z < 0.

La (3.4) si speciahzza in:

B Co VADt — X2
( \/WT —(x=2)= W/ V4Dte dX

Co Co / °_x? ViDt  _x2
e dX — e dX
\f 0 ]

A (r) 3 et (i
f = — |1l —erf | — 3.6
\/7? o~ o )| T2 P BY
dove si e usata la definizione di ‘error function’
2 T 2
erf(x) = e dX (3.7)
\/7

che e una funzione per cui:

erf(0) =0, lim erf(x) = £1, erf(—x) = —erf(z). (3.8)

r—1+00
Co

Nota: hm C<37 t>_t1£§0

020 1 — erf(0)] = 2

1—erf( * )—
2 VADt)]
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D possibile derivare altri casi particolari di Soluzione fon-
damentale ma per brevita non vengono qui riportate.

Viceversa si analizza 1l ruolo di eventuali contorni solidi che

delimitino il dominio della Soluzione fondamentale

3.3 L’influenza delle pareti e il ‘metodo delle immagini’

La presenza di una parete, posta per esempio a x = L, impone

che a tale contorno il flusso di massa sia nullo cioe [si veda la
‘Legge di Fick’ (1.5)]:
oc

qxz—Dax:O a x=0L.

Tale condizione viene soddisfatta ricorrendo ad un artificio per

cui si rimuove la parete e si impongono condizioni di

concentrazione simmetrica rispetto alla parete (in modo che

. aC L N o1 . ..
sia - = 0). Questo ¢ possibile usando la ‘sovrapposizione

degli effetti’ valida in virtu della linearita della (2.4).

c . Parete
—
c(x,t) dovuta . ¢(x,t) risultante

alla sorgente reale

c(x,t) dovuta
alla sorgente fittizia

/

Sorgente reale M Sorgente fittizia

e e

Per la ‘sovrapposizione degli effetti’ la ¢(z, t) risultante e:

M 22 (2—2c)?

e 4Dt —+ e 4Dt

clx,t) = —F—— e it
V 47TD t sorgente reale in z =0 sorgente fittizia in x=2L

e _

!

-

X

(3.9)
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Se il dominio e limitato da 2 pareti, ad esempio in x & L, si

opera similmente:
1. per imporre ¢, = 0 in x = *L si collocano 2 sorgenti

fittizie rispettivamente in x = 2L (a) e x = —2L (b);
2. le sorgenti aggiuntive inducono del flusso di massa extra q¢

alla parete opposta cioe rispettivamente a t=—L e x=L.

—> si deve bilanciare ¢} a = —L indotto dalla sorgente
immagine posta in x=2L con un’altra sorgente fittizia in
r=—4L (c).

Analogamente per bilanciare ¢ attraverso x = L dovuto
alla sorgente fittizia posta in x = —2L si deve introdurre
un’altra sorgente in x = 4L (d);

3. anche queste ultime generano dei ¢¢ e il processo va avanti

all’infinito.

M M 4
*—4r ac*
|
|
La soluzione complessiva e:
M (x +2nL)

clx,t) =

(3.10)

S
VA Dt n-=oo P ADt

Nota: poiche l'effetto di ogni sorgente extra decade con la
(2nc)

) _ 2 . . N
distanza come e 'effetto di sorgenti a ‘grande n’ e trascura-

bile = bastano N sorgenti fittizie invece di infinite.
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Si conclude estendendo il campo di validita della Soluzione

fondamentale a problemi di diffusione in 2D e 3D.

3.4 La diffusione 2D

Nel caso 2D (piano) I'equazione di pura diffusione molecolare
(2.3) diventa:

9z ot~ \ox2 " By

[potizzando di introdurre una massa M di soluto in (z,y,t)=

), [c] = ML * (3.11)

(0,0, 0) la condizione iniziale, in analogia al caso 1D (2.9), sara:
c(x,y,0) = Mo(x)o(y)
e, quindi, si ipotizza una soluzione a variabili separate:
C(ZC, Y, t) — Cl<x7 t>02(y7 t)v [Cl] — [62] — Ml/zL_l

che sostituita nella (3.11) porge:

Jcy dcy (9261 8202
v2 Dl L 2
“or T o (62 022 oy

2 2
e R (=

Questa e soddisfatta se ¢; e ¢y sono Soluzioni fondamen-

tali tipo (2.8) rispettivamente per diffusione in x e y:

Cy 2 Cy 2

x Yy
cilx,t) = e it co(y,t) = e 4Dt
@) = s 8 =

da cui la soluzione finale
ChCy _@>+? M (22 +4?)
t) = T 4Dt = 4Dt 3.12
c(az,y, ) 47rDt6 47TDte ( )
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che soddisfa la conservazione della massa:

/ / cdrdy = M

[Da dimostrare per esercizio.]

La (3.12) puo essere generalizzata al caso di diffusivita non
isotropa (se ne vedra la giustificazione parlando di Diffusione
turbolenta) cioe per D, # D,

c(x,y,t) = 47?75\//\1/)17% e_Kﬁ)"ﬂf%(A‘%W)]. (3.13)

In questo caso le linee di isoconcentrazione a t fissato sono

delle ellissi i cui semiassi valgono v/4D,t e \[4D,t.

Esempio per D, > D,

4Dt Y c(x,y,t1)

?w}y@), ty >t

3.5 La diffusione 3D

Estendendo la (3.13) al caso 3D si ottiene:

c(x,y,z,t)= 3/2/\/1 e_K‘lDﬂ)Jr(“%yt)Jr(‘lth)] (3.14)
(4mt)”" DDy D.

e, in analogia ai casi 1D e 2D, la (3.14) puo essere vista come

I'evoluzione nel tempo di una concentrazione iniziale c¢y(&, 1, €)
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tale che

dM = ¢o(&, 0, ¢)dEdnd(
¢ la massa immessa istantaneamente nel generico punto (£, n, ()
[si veda (3.2)-(3.3)]. Quindi, in analogia alla (3.4), si ottiene la
soluzione al generica tempo ¢ come:

: 1 coenge k()
clo.y )= <47rt>m/d€/dn/ Qe .
(3.15)

Se, invece, la condizione assegnata impone l'immissione di

una portata massica per unita di volume M = M(&,n, ¢, 7),
IM] = ML3T" la soluzione &:

1 t
C<x’y727t>:(47r)3 \/DnyDZ/ (t— 1) 3/ df/ dn
/OO M(E,n,C,T)e [(4&_?27))%4% (n) )>+<41<)Z,z_<§)27)>]d€.

—00

Note:

e in questo caso, a differenza della (3.15) che rappresenta
un’'immissione istantanea, la dipendenza da 2 compare
come somma integrale su tutti i dr7 compresi tra l'inizio
dell'immissione (—oo) e il tempo attuale (t);

e come nella (3.15) al numeratore compare una grandezza di

dimensioni M cioe Md§ dnd(dr;

e in tutti i casi 2D e 3D la presenza di contorni solidi viene
modellata tramite il ‘metodo delle immagini’ come visto

per il caso 1D.



4 LA DIFFUSIONE-CONVEZIONE

(moto laminare)

Si considera il mescolamento di una miscela in moto lami-
nare con velocita media v(x,t) [si trascura il soprasegno di
definizione (1.3)].

Il processo di diffusione molecolare e sovrapposto al proces-

so di trasporto o ‘convezione’ della miscela = si analizza la
diffusione tramite un sistema di coordinate in moto con il

fluido.

Poiche ¢ v #0 si deve modificare I'equazione di conservazione

della massa (2.1) in modo da considerare anche il flusso di

massa convettivo [q = cv dalla (1.4)] attraverso S:

a/ch+ /cv-ndS + /q-ndS =0
ot Jv S S

Flusso di massa convettivo Flusso di massa diffusivo
che, usando il ‘“Teorema della divergenza’, diventa:
Oc
/ PV (v) £V gV =0
v Lot
e, per I'arbitrarieta di V:
Jc
((%+V°(C’U—|—Q):O. <41)
In altre parole il flusso di massa complessivo attraverso S e:

(cv +q) - n.

Sostituendo nella (4.1) la ‘Legge di Fick” (1.5) e ipotizzando
che la miscela sia incomprimibile (V - v = 0) si ha:
Oc Oc

J— R . p— 2
atJrcV’v +v-Ve+V-g=0 = atJr’v Ve=DV-c| (4.2)

22
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La convezione ha un ruolo importante nei processi di mesco-

lamento, ad esempio la convezione disuniforme induce il mec-

canismo di dispersione. Per ora si considera una convezione

uniforme indotta dal campo
v = (u,0,0), con u = cost.

Quindi la (4.2) diventa:
dc  Oc

oc  0C o2
5 + Uy DV-c. (4.3)

Si analizzano 3 casi particolari della (4.3).

4.1 Convezione uniforme e diffusione longitudinale

Nell'ipotesi

o o _,
oy 0z

la (4.3) diventa
dc  Oc 0?c
— —=D—. 4.4
ot Yor T 7o (44
Se poi si utilizza come condizione iniziale quella di gradino di
equazione (3.5)
o0 1 Co(a) o) = co=cost. x <0

0 x>0

e possibile risolvere il problema usando un sistema di riferi-

mento in moto con la miscela a velocita u:

E=x—ut, T=t.
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Quindi le relazioni tra le derivate diventano:

0 _ 00 079 _0

oz aa;ag axaT o€
O aga afa B, B,

ot — otoc otor or o

da cui l'equivalente della (4.4) nelle variabili (&, 7):

80 O°c
— — D — =D 4.5
“5ﬁ +“52 052 or ~ Doz D)
che & un’equazione di ‘pura diffusione’ tipo (2.4) con soluzione
esattamente identica [(x,t) — (&, 7)] alla (3.6):

€0 §
=9 f( ) |
c(&, 1) 5 er JiD~
Infine, tornando alle variabili del sistema fisso:
Co T — ut)
t)=—1|1—ert
dz.t) =5 |l (\/4Dt

che rappresenta un fronte che si propaga verso destra e, con-

temporaneamente ‘si spancia’.

t O /'\Au_/\" ~
— ut | ut
CO / _____ |
— ; t:2£
co/2 | tt/ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
X
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4.2 Convezione uniforme e diffusione trasversale
Imponendo il solo vincolo oy

e sostituendo la condizione di gradino (3.5) con le condizioni

co=cost. z<0 Zli_ggoc(x,z):(),Zli)r_nooc(x,z):co (4.6)

O > > O ? stazionarie

c00,2)=

si determina un gradiente di ¢ in direzione z e, quindi, una so-

vrapposizione di convezione longitudinale e diffusione trasver-

U <

sale. o
;ﬂ TORID C \/@ =spessore regione
—= Y transizione tra
L ) 1 c c=0e c=c.
o s (strato limite).
. Co Co
o S o

C #O

In realta esiste anché della diffusione longitudinale causata
dalla disuniformita di ¢ in . Questa, pero, e trascurabile se la
convezione ¢ abbastanza intensa.

Infatti in un tempo prefissato t (qui solo ‘scala temporale’
e non coordinata temporale per la stazionarieta del problema)
il fluido si sposta convettivamente di z¢o = ut mentre il so-
luto diffonde di una distanza zp = VvV Di. — la diffusione
longitudinale ¢ trascurabile rispetto alla convezione se:

Dae D(_107m?/s
To>>TD t::xc/u xTo > T — 10> y k% lm/s

=10""m/| (4.7)
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cioe per t tale che: xe>>ap — uts\Di =D Ju?
Dalla (4.7) discende anche che

D1 VP: L«
U urc \v, 9 /ReSc '

Scfl/2

Quindi per distanze/‘tempi’ sufficientemente grandi (x > D /u,
t > D/u?) ¢ possibile trascurare gli effetti di diffusione longi-
tudinale e la (4.2) diventa:

0 oc o5 d°c oc d°c

7o =p T =u=DY " (48

ot +uax ox? +8z2 o 0z? (48)
(moto stazionario) (4.7)

e utilizzando un opportuno sistema di riferimento mobile

X
g — nN—==z
Uu

o 20 19 9 ddm 0

or 9 dr  wdE 0z Ondz o

=1/u

si riconduce la (4.8) alla forma

dc O%c

in cui £ e una variabile di ‘tipo-tempo’ come 7 nella (4.5).

E, in analogia, al caso della sezione precedente:

clg,m) =" |1 —erf (\/A?Tg)] —> e, 2)=[1 - erf (W

|

che rappresenta uno strato limite di concentrazione con spes-
sore 4Dx /u crescente in x come z1/?




CAPITOLO 4. LA DIFFUSIONE-CONVEZIONE (MOTO LAMINARE) 27

4.3 Convezione uniforme e diffusione 3D
4.3.1 La sorgente puntiforme
Il caso di una sorgente puntuale posta in & =0 e che scarica

del soluto con portata massica M = cost. in un fluido in moto
a velocita u ¢ rappresentato dalla (4.3):

oc oc (820 0%c 820)

ot " Yor = Plo Tap T o

Questa puo essere semplificata trascurando il termine inerzia-

le (M = cost. ¢ una condizione stazionaria) e la diffusione
longitudinale (‘distanze/tempi grandi’):
dc 0*c D% dc 0*c O
— =D — — =D 4.10
“oa (33/2 " 6,22) = . (8@;2 i 822) (4.10)

la cui soluzione e riconducibile a quella di una sorgente istan-
tanea in 2D [si vedano (3.11)-(3.12)].

ox

Sorge\nte M ,
La massa (Mox)/u
diffo come una
rgente 2D nella
i ‘fetta’ di spessore dx

Una ‘fetta di fluido’ di spessore dx in moto a velocita u at-

traverso la sorgente si carica di una massa Mo essendo

0 = tempo impiegato ad attraversare la sorgente=dz /u.
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— la massa (Mdz)/u di soluto immessa a & = 0 nella ‘fetta
di fluido’ diffonde come una sorgente 2D nella ‘fetta’ stessa con
modalita imposte dalla (4.10).

— la concentrazione superficiale sara quella di pura diffusione

in 2D [si veda equazione (3.12)] cioe:

/\/l(5£
CAreale<y7 <, €> A7 DS
da cui si ottiene la concentrazione volumetrica ¢ = Capeqre/0:
]- M M 24:2)y
o9, 2) = o A I "
0%  4AnDax /3/ " 4nDz

(4.11)

4.3.2 La sorgente lineare
Nei casi di interesse pratico 1 ‘diffusori’ sono schematizzati

come una distribuzione lineare e uniforme di sorgenti puntuali.

ox

w

z

Diffusore

<

_in-direzione#

Sorgente puntuale

In questo caso il problema si risolve direttamente tramite

la (4.11). Infatti se mdndt € la massa immessa nel tempo dt
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dalla sorgente infinitesima dn (dM = rndn) la concentrazione

generata da tale sorgente localizzata in y = n ¢

dM ((y—n)2+22>u mdn B ((y—n)2+22)u

dc = - 4Dz — 4Dz
c 47TDQZ€ 47TD:1:

integrando sulla lunghezza del diffusore (sovrapposizione

€,

degli effetti):
o0 de] ((y—n)2+22>u
c= / dc = B

4D.%’ j—
47TD:U
U

o0 (y—n)u
47TD:1: /_ VI ) =y (y - /DR, dy— AT =

6 41Dz e T, .
47TD33 J \/ A7 Dxu




5 LA DIFFUSIONE TURBOLENTA:
RICHIAMI DI TURBOLENZA

La diffusione molecolare e importante nel caso di moti laminari.

Ma la gran parte dei moti di fluidi naturali avviene in regime

turbolento = la diffusione turbolenta e piu importante di

quella molecolare. Le 2 differiscono qualitativamente ma, in

opportune condizioni, si puo usare per la diffusione turbolenta

lo stesso formalismo gia usato per la diffusione molecolare.

5.1 Proprieta dei moti turbolenti

(i) impredicibilita: andamento casuale di v e p.

T

——
uma:z:
=JOR=N
\\Sonda:li§§§ 1

Esperimento di Reynolds
(Moto di Pouiselle con Q= cost.)

DO W =~

N° esperimenti (o ‘realizzazioni’)

~— Umagx

7teor10a

t

A

t

(ii) moto con molte scale spaziali/temporali: sovrap-

posizione di una distribuzione continua di vortici.

30

N

//

‘Turbol

Microvortici

- ©
e
%

enza di griglia’
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(iii) accentuazione di trasporto/mescolamento. I
vortici turbolenti di diverse scale ‘rimescolano’ il fluido tra-
sportando massa, quantita di moto ed energia molto piu

efficacemente che in un moto laminare.

Osservazioni:

e i microvortici hanno tempi caratteristici (tempi di rotazio-

ne) molto minori dei macrovortici = sono statisticamente

indipendenti dalla macroturbolenza e dal moto medio;

e la microturbolenza e isotropa mentre la macroturbolenza

e anisotropa perche forzata dal moto medio.

Vista I'impredicibilita dei moti turbolenti € necessario ricorre-

re ad una ‘descrizione media’ o ‘descrizione statistica’ di tali

motl.
La traiettoria di una ‘particellaaﬂlfigjzg&’t[r%?la descrizione

lagrangiana del moto si identificano le particelle fluide con la

loro coordingfg, iniziale X = x(ty)] ¢ descri?a dall’equazione

0, nota v, V= X, t)=x(X,to+| v(x,7)dr (5.1)

to
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In un moto turbolento la coordinata x ¢ una funzione
aleatoria o casuale. Infatti:

o fissati (X ,t,ty), ¢ ¢ una funzione aleatoria della di-

verse realizzazioni [funzione aleatoria di n con n = indice

della realizzazione, figura (a)l;

)

o fissata n e (X (), ¢ una funzione aleatoria di ¢ |bassa

correlazione tra le & a tempi diversi, figura (b)].

(a)

realiz.3 )

realiz.2 <b)

realiz.1

I t ()
) J T3 x

Particelle rilasciate in X a to e osservate Particella rilasciata in X a to e osservata
in ¢ per 3 diverse realizzazioni. int: x; =x(t) — X, x2=2(2t) - X, ...

5.2 L’operazione di media

Si e, quindi, soliti utilizzare 2 tipi di media:

(i) La media di insieme o probabilistica: si mediano al-

lo stesso istante ¢ i valori ottenuti dalle N realizzazioni;

(ii) La media temporale: per 1 singola realizzazione si me-

diano gli spostamenti della particella ad istanti ¢ successivi.

In generale le 2 medie differiscono ma concidono se il pro-

cesso ¢ stazionario ed ergodico (definito nel seguito).
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Per semplicita si considerano le singole componenti della
(5.1):
X; = l’i(X,tQ, t)

come variabili di un processo stocastico e si definisce con

p(z;| X, to, t)dx; (5.2)

la probabilita (adimensionale) che una particella fluida

rilasciata in X a t = ¢, si trovi al generico tempo ¢ in un

punto P di coordinata x; compresa tra x; e x; + dz;.

La funzione p(x;| X, tg,t) che compare nella (5.2) ¢ la den-
sita di probabilita del processo z;.

La conoscenza della sola p non basta a descrivere compiu-
tamente il processo stocastico. E necessario conoscere an-
che la probabilita congiunta che la coordinata x; assu-

ma un valore nell'intervallo [xz('l),xz(-n + d:u&(l)] al tempo t;,

(2) (2)

un valore in [xz ,:1:2(2) + dzx; ] al tempo t9, ... un valore in
[ZCZ(N), :UZ(-N) + d:UZ(N)] al tempo ty per N qualsiasi.

Si definisce con p (2, 27| X, to, 11, 1) daVdarf?

la probabilita congiunta che xz;( X, ¢y, t1) € [ZIZZ(-l), :1151) +daz§1)
e che x;( X, ty, 1) € [x?), a:Z@) —I—dxl(z)].

5.3 Definizioni

e Media di insieme:

(x;) = /OO x;p(x;| X, to, t)dx;; (5.3)

—0
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e Momento di ordine k:
(zf) = /O:O i p(ai| X to, t)da;; (5.4)
e Auto-correlazione:
050y = [ [ el 1K, t, 1, s
= B;i( X, ty, t1, o) (5.5)

correlazione del secondo ordine tra stesse componenti di x

a tempi diversi t;, t5 cioe il valore atteso che
zi( X, to, tl)Elajgl), R diL’Z(-l)] e x;( X, to, t2)€[$§2), :E§2)+da:§2)];

e Cross-correlazione:
(i) = / / zix;p(zi, v;| X, to, t)drdz;
= Bm’(X,t(),t) <56)

correlazione del secondo ordine tra componenti diverse di

a allo stesso tempo t, cioe il valore atteso che
zi( X, to,t) € |mi, i + dry) e x( X, to, t) € [x), 2, + dz;];

e Processo stocastico stazionario: tutte le correlazioni

sono indipendenti da traslazioni 7 lungo l'asse dei tempi

ma dipendono solo dagli intervalli tra i, to,...t1.

Esempio

k=2 Bz’z’(Xp t(), tl, t2> :Bz'z'(Xy tO + T, i+ T, to + T)
O@i) _p. Azit+7)—(@it) _ |

=lim =
ot 0 T

k=1 (zi)t)=(zit+7) =
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e Processo stocastico omogeneo: analogamente, tut-

te le correlazioni sono indipendenti da traslazioni & della

coordinata spaziale .

e le proprieta statistiche della distribuzione di concentrazio-

ne ¢ si definiscono in analogia formale a quelle del vettore

posizione a. Quindi, si definisce
p(clx, t)dc

la probabilita (adimensionale) che nel punto «, al tempo ¢

ci sia una concentrazione di soluto compresa in [c, ¢ + dcl;

e Media di c:
Cla,t) = (c(z, 1)) = / eplclz, t)de;
0

Nota: in generale C' = C(x, X, ty,t) ma per turbolenza
stazionaria e omogenea risulta:
oC
ot —

da cui la posizione tp = 0 e X = 0.

0, VxC =0

Nel seguito si fara ampio uso della media cosiddetta de-

composizione di Reynolds:

v=(0)+v =V +v, p={p)+p=P+p (57

dove fv,, p/ sono gli scarti dai valori medi V', P che, per defini-

zione hanno media nulla: <,U’> =0, (p'> = 0. (5.8)
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Questo puo essere dimostrato una volta introdotte le pro-
prieta dell’operatore ‘media di insieme’ (-):

1.{a >>_ lim i Z lim i 3 an>— lim i YSA=A lim %z(@}

M—oo —o0 N n=1 M—oo M m=1 M—o0

1 N 1 N I N
2.(a+\b)= 1£noo¢§1<a”+>\b )= 11—r>nooNT§1a”+>\ 1£nOONT§16 (a)+XDb)
Da cui, applicando I'operatore (-) alla (5.7):
(0) =(V +0) ==V + (v) = (v) + (v') = (v) =0

e, analogamente, per (p ) = 0;

3.(ab)={((a)+d) () +b)) = {{a) (b)) + ((a)b) +(a (b)) +(a'b) =
= (a)(b) + (a) (] + () () + (a'b) = (a) () + (a'b)
da 1 N 8% 0 1 N 8 a

5.4 Le equazioni dei moti turbolenti
Si ricordano le equazioni del problema del moto turbolento.

5.4.1 L’equazione di continuita p = cost.

ovi = (0| e anche v

(9112'2' B a.fl?z

— 0. (5.10)

5.4.2 L’equazione della q.d.m. (N-S = Reynolds)
Si ottiene applicando all’equazione di N-S prima la decompo-

sizione di Reynolds e, quindi, 'operazione di media:

AV, or oV, 0 (plw;))
_of, - . 11
Pt =rhi= ox; oz, M O3 Oz (5:11)
(EXTRA!)
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Essa e molto simile all’equazione di N-S, applicata al moto
medio (V;, P) invece che a quello locale e istantaneo (v;, p;), a
parte la presenza del termine extra.

Il termine extra complica molto la soluzione del problema del

moto perche ora le 4 equazioni scalari (continuita+3N-S) non

sono sufficienti a descrivere le 10 incognite (VZ, P p<v;v;>)
— il problema ¢ insolubile. (3) (1) (6)

E possibile ottenere una soluzione solo aggiungendo altre
equazioni che descrivano l'evoluzione dei termini extra —

Problema di chiusura.

5.4.3 L’equazione di trasporto dell’energia cinetica turbolenta
. . . . / 7 . .
Si ottiene moltiplicando scalarmente per v 'equazione di Rey-

nolds, mediando, dividendo per p = cost. e ricordando la

definizione k = { (v)2):

r 12 . 1 \2
dk , OV 0 | v v;p 0%k o’
— — v — J t I - !
dt g vj>8a:j Or;|\ 2 > i < > V(?:CQ V<(8xj) >
(©) (1) (I1) (II1) (IV)

(5.12)
la quale afferma che la variazione di £ seguendo le particelle
fluide (0) ¢ dovuta a:

(I) = trasferimento di energia dal moto medio a quello tur-

bolento, rappresenta un contributo di produzione di k:

(IT)= ridistribuzione di k all'interno di un volume fluido per-

che il termine e espresso quale divergenza di un tensore;
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(IIT)= diffusione viscosa di k;

(IV) = dissipazione viscosa di k (il termine ¢ sempre negati-

vo). Questo contributo viene solitamente definito come

=)

5.4.4 Cenni sulla ‘cascata energetica’ nei moti turbolenti

Si e gia detto che 1 moti turbolenti sono caratterizzati da vorti-
ci turbolenti o strutture a scale spaziali/temporali molto
diverse. Questi hanno anche un ruolo diversificato dal punto

di vista energetico. Molto qualitativamente:

(i) i vortici di dimensioni maggiori (‘scala integrale del moto’

L) permettono lo scambio di energia tra il moto medio e la

turbolenza |si veda <vz-lvj> o ; in (5.12)];

W
: @ Ye,
ot /C@ @ @
c R @L@@i@ @
@) @,
@ N & e

(ii) i vortici alle scale minori sono molto influenzati dalle azio-

ni viscose. A tale scala, detta ‘scala di Kolmogorov’ nx

si ha trasformazione di energia cinetica in calore cioe una

dissipazione di k in favore di energia termica.
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Sempre in maniera qualitativa e possibile affermare che:
e la gran parte di (I) ¢ dovuta ai vortici a scala integrale L;
e la gran parte di (/1) ¢ dovuta ai vortici di scala intermedia;
e la gran parte di (I11), (IV) e dovuta ai vortici di scala ny.

Cioe 'energia estratta dai macrovortici (I) viene trasferi-
ta dai vortici a scala intermedia (/1) per essere dissipata dai

microvortici (V) = cascata energetica.

Iniezione di k
_—dal moto medio

. . . Trasferimento di k

(interazione tra vortici)

77[('.’..\ Dissipazione di k

in calore

Da quanto detto nx deve dipendere dalla viscosita cinemati-
ca v e dalla velocita di dissipazione dell’energia cinetica per
unita di massa € cioe:

d (E d, 2rn—3
= v,e) con €= — |—| = le| = |—(v;)°| = LT
e = i, ) % ) = = [

ed, essendo [v] = L*T~!, si hanno le seguenti scale di lunghez-

za Ny, di tempo Tx e di velocita ng7r! (scale di Kolmogorov):

1

3\1 U\ 3 B 1
NK = (5) y  TK = (E) ; 77K7'K1 = (V5)4 (5-13)
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Una descrizione piu quantitativa dei meccanismi coinvolti nel-

la cascata energetica si puo ottenere considerando turbolen-

d{a't)

za omogenea cio¢ per cui o = 0, Va', b
€L
In tal caso risulta
a1, 9 (vp Ok 0%k
gy o, DB g Oy
Oz 2 ox; p Oz 0
e quindi la (5.12) si semplifica e diventa:
1\2
Ok 1 6"/2 v,
M _slow, _ ! 5.14
] [d N AT
(] ) Produzione ([ V) Dissipazione

[derivando in xy si puo anche dimostrare che aik@ﬁ) =0
J

— gradienti di velocita uniformi.

Ipotizzando, inoltre, una soluzione del tipo

/ 00 . 2
V()= O, t)e™T |, = Z
n=1 n

si puo mostrare, per esempio, che il termine dissipativo (I'V') di

(5.12) e proporzionale a |A,2 cioe all'inverso della dimensione

dei vortici. Questo mostra, ovviamente, che (I'V) & massimo

alle scale piu piccole nx.

[Dimostrare per esercizio].



6 LA DIFFUSIONE TURBOLENTA: LE
NUVOLE DI TRACCIANTE

A questo punto si considera l'evoluzione di una nuvola di
tracciante/soluto immessa in un punto spaziale di una re-
gione interessata da moto turbolento.

Si studia tale evoluzione usando un sistema di riferimento

in moto con la velocita media v (costante in @ e t) del fluido.

Ipotizzando, inoltre, un processo caratterizzato da turbo-
lenza omogenea (statistiche esplicitamente indipendenti da
tra-slazioni in @) e stazionaria (statistiche indipendenti da
trasla-zioni in t) si realizzano N eventi del processo di evolu-

zione:

+ Realizzazione 1

+ Realizzazione N

t

+ =punto di immissione = origine del sistema in moto con velocita v

. = baricentro della nuvola

Su ognuna delle N diverse configurazioni spaziali della nu-

vola la turbolenza agisce in modo che:

e la microturbolenza induce delle distorsioni della nuvola

— diversa forma delle nuvole;

e la macroturbolenza, dovuta ai vortici piu grandi della nu-

41
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vola stessa, trasporta convettivamente la nuvola

— diverso moto del baricentri.

E. quindi, possibile utilizzare 2 diversi processi di media:

(i) La media di insieme: in ogni punto spaziale e a t fis-
sato si mediano le caratteristiche delle nuvole di ogni rea-

lizzazione =—> Nuvola Media

(ii) La media con sovrapposizione dei baricentri: at

prefissato si sovrappongono i baricentri delle N nuvole (1

per ogni realizzazione) e, quindi, si effettua la media di
insieme = Media delle Nuvole.

Nota: La Media delle Nuvole ha dimensione paragonabile

a quella delle nuvole di ogni singola realizzazione!

6.1 Caratterizzazione della Nuvola Media e della Media del-

le Nuvole

Proprieta statistiche della nuvola per singola realizzazione

e Massa: M = /// c(x, t dajldxgdxg,

e Baricentro: T = /// x;c(x, t)dridradrs;

1
e Varianza: ng = /// (x; — :132-)2 c(x, t)dridrodrs.

(6.1)
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t

+ Realizzazione 1

Realizzazione N

+ + - +
Nuvola Media
P "%
g “ Media delle Nuvole
T + + +

Proprieta statistiche dell’insieme delle nuvole

e Baricentro della Nuvola Media:
00
1
(T;) = /// x;C(x, t)dridrodrs; (6.2)
M
— 00
e Varianza della Nuvola Media:
00
T=— / / / (w; — (&) Cl@, )da dzsdrs.  (6.3)

2
Ly

ne una relazione tra la media delle varianze delle nuvole (092%)

Applicando l'operatore (.) (= [;° .p(c|x, t)dc) a o7 si ottie-
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e la varianza della Nuvola Media Z?vi. Infatti si puo dimostrare
che:
2= )+ (7~ ()

——
(var. Nuvola Media) (media var. singole nuvole) (Scarto baricentri singole nuvole rispetto Nuvola Media) (6 4)
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E, quindi, possibile definire la:
e dimensione caratteristica [(¢) di ogni singola nuvola

1 2
1) = |5 (02, + 0%, + %) (6.5)

e dimensione caratteristica L(?) della Nuvola Media

1 2
£(t) = |5 (52, +52,+ 233)] (6.6)

da cui, facendo uso della (6.4): .
L2(t) =3 (3 20,20 ) =407 (o - (on,) +3 S (@i— (7))

3 —
—(P(0) + 13 (= (7)) (6.7
(>0)
Questa esprime formalmente il fatto che la dimensione della

Nuvola Media e maggiore della media delle dimensioni delle

singole nuvole a causa dello scostamento dei baricentri delle

singole nuvole rispetto a quello della Nuvola Media.
t

Real. 1
332
‘ Real. 2

12(75

Baricentro Nuvola Media <§3>



7 LA ‘TEORIA DI TAYLOR’ SULLA
DIFFUSIONE TURBOLENTA

Ha come finalita principale determinare, tramite opportune
ipotesi, le proprieta di L(t).

Dopo aver studiato separatamente le proprieta (cinemati-
che) delle particelle fluide e quelle (dinamiche) delle nuvole di
traccianti si studia il trasporto di massa che genera le nuvole
tramite 1’analisi delle proprieta di particelle cariche di soluto.

Si considera I'immissione all'istante £y nel punto X di N
particelle fluide ognuna con massa m di soluto.

—> la massa totale di soluto immessa e M = Nm.

Si definisce il vettore spostamento r tale che:

punto

9 d’i?lmissi?%e 1 r=xr—X <: dr = daj) <7 1)

2

L3
Trascurando la diffusione molecolare (molto minore di quella

turbolenta) la massa m di soluto associata ad ogni particel-
la rimane con essa durante il moto. In @ la C(x,t) cambia
perche:

a) cambia la massa totale M al punto di immissione;

b) cambia in @ il numero di particelle che, ciascuna, porta m.
Cioe C(x,t) ¢ proporzionale tramite M alla probabilita che
ogni particella partita da X a tj sia in @ a ¢ cioe che abbia

subito uno spostamento r:  C(x,t)=Mp(r| X, ty, t). (7.2)

45
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In queste condizioni e possibile legare la media, nel senso di
(5.3) e quindi puramente cinematica, di r alla definizione di
(x;) [si veda (6.2)] che contiene informazioni su C' (dinamiche).

Per fare cio ¢ necessario il seguente risultato (dx; = dr;).

Sia p(r| X, to, t)=p(ry, r9, 13| X, to, t) la probabilita condiziona
ta che ri€|ry, ritdry] e ro€lre, rotdrs| e r3€lrs, ratdrs]. Allora
la probabilita che r € [ry;, r; + dr;] X (—00,00) X (—00,00) €

ri+dr;oo o0 i + dr;

/ / / 573 Tl o, E)dsdrydn / (] X, to, t)drs, ijk

ossia
p(ri| X, to, t) / / (r| X, to, t)dr;dry, i#75#k.
(7.3)
Da cui e possibile legare la media cinematica di r
(Ti) =3 %rzp(MX to, t)dr; ///np r| X, to, t)dridrodrs (7.4)

alla definizione dinamica (6.2) di (z;):
00

00
1
(T;) = M///a:i(]da:ldazgdazg :(7.2):///%]9(7“2'\)(,150, t)dxidxadrs
— 00 —00

0
—(7.1) :///Tip(Tz'|X, to, t)d?”ld?”gd’l”g —+ Xz = <’I”Z> —+ Xz (75)

Quindi, essendo

/

Py =1 (i) == (2= X (@) — Xi) =2~ (@) con (') =0
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segue dalla definizione (6.3) di varianza della Nuvola Media
che:

9 1 77 12 77 12
Z%;M///ri(J(a:,t)da;:(m:///mp(ryx,to,t)dr (7.6)
—00 —00

per cui la dimensione £2(t) della Nuvola Media ¢ [si veda la
definizione (6 6)]:

12
3/// 7“1 +7"2 +7°3) p(r| X, to, t)dr =q5=

1 9 9
:U . p(r1]| X, to, )d7“1+/ rop(ra] X, to, t)drs

3
o0 1,2 12 12
+/ r3p(T3|X,t0,t)d7“3 :(54):<7“1—|—7“2—|—7“3>. (7.7)

Questo risultato, valido se tutte le particelle sono immesse in

X, puo essere generalizzato al caso di una distribuzione iniziale

di C(x,ty) cioe da una nuvola iniziale di volume V4. Infat-

t1 immaginando di sovrapporre tante sorgenti puntuali poste

in X € Vj la (7.2) puo essere scritta (sovrapposizione degli
offetti):  Cl, 1) = / C(X, to)p(r| X, 1, )dX .

Vo
Quindi sostituendo nella (7.6), invertendo I'ordine di integra-

zione e cambiando opportunamente 1'origine del dominio di

Integrazione si ottiene:

52 (t)/\l/l_/zr/f M/OC(X, to)p(r| X, to, t)dX|dx = (rf}%—Z?Xi(to)
(7.8)
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che permette, in congiunzione alla definizione (6.6), di deter-

minare £*(t):

1
L) = 5 (S3,(6) + 5,(0) + 35,() =
1 1,2 12 12
— (X3 (o) + T, (to) + T%, (t0) +3<'r1 Frytry) =
| = L2(tg)
3 /
= L2(to)+ 5 ¥ (1), (7.9)

Quindi la dimensione della nuvola media al tempo ¢ dipen-

de dalla sua dimensione iniziale L(ty) e dellamedia degli scosta-

menti quadratici delle particelle.

In qualsiasi caso [(7.7)-(7.9)] ¢ necessario calcolare la quan-
tith (1),

Questo puo essere fatto analiticamente solo nel caso di tur-

bolenza omogenea ¢ stazionaria per cui
(v(t; X, ty)) = cost.

[noltre, usando un riferimento in moto con velocita (v) =

cost. risulta:
(v(t; X, o)) =0 (7.10)

che permette di trascurare gli effetti convettivi ed evidenziare
quelli dovuti alla diffusione turbolenta.

Con queste ipotesi il vettore r e

/ 7_/ . e .
ri(t) = / v,(s; X, tg)ds con T=t—ty e ty=tempo inizio osservazione
0

(7.11)



CAPITOLO 7. LA ‘TEORIA DI TAYLOR’ SULLA DIFFUSIONE TURBOLENTA 49

dove, per la (7.10), gli scarti di velocita valgono:
vi(7; X, to) = vi(7; X, to) — (vi) (15 X, t0) = vi(7; X, o),

E ora possibile definire il tensore di cross-correlazione
degli spostamenti 5;;(t) [si veda (5.6)] e il tensore di
correlazione lagrangiana delle velocita fifj relativi al

moto di una singola particella.

Il primo e semplicemente
Sz-j(t)z(r;r;)(t) 1= </ (81>d81/ Sgng //vZ 52>d31d32

(7 12)

dove in S;; la media ¢ effettuata allo stesso tempo ¢ mentre in

~

RL componenti (4, j) e istanti (s1, $3) possono essere diversi.
Nell ipotesi di turbolenza stazionaria la media non di-
pende dall’origine dei tempi ma solo dalla differenza (1o — 71).
Quindi si definisce: =L
(v;(1: X, to)v (72, X t0)>1
>

(0] (X, 1)) (0] (X 1))

cio¢ la funzione di correlazione lagrangiana norma-

Ri(my — 1) (7.13)

lizzata nota anche come coefliciente di correlazione.
Sostituendo la (7.13) nella (7.12) si ottiene, utilizzando un’op-

portuna trasformazione di variabili:

SO 00 o)) X to))] [ (s [RE ) + RE9]ds.

(=cost.)

(7.14)
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Si analizzano 2 limiti asintotici della (7.14) nell'ipotesi sem-

plificativa che 1=7=1:

(i) ‘Tempi piccoli’ dopo il rilascio (t — t;)

In questo caso la velocita della particella ¢ molto correlata

con se stessa cioe R &~ 1 e la (7.14) diventa:

12 12 T 12 82 ! 12
Su(Br=tr Y200t t0) (r—9)ds=2(o; el rs— [=(ot Tt
, 0
cioe per ‘tempi piccoli’ <r12> x t% (7.15)

(ii) ‘Tempi grandi’ dopo il rilascio (¢ — o0)

In questo caso il moto e pochissimo correlato con quello ini-

ziale cioc Ry =~ 0. Se perd [;° R (s)ds e [;° sRY(s)ds

sono limitati allora esistono tali integrali e:

12

Su(t) = (r))) = Jim 2(v; (t0)>/ (r — s)RYds =
/ Ri(s)ds— / sR¥ (s)ds

= 2(1)/12(750)}T96Ll7' + cost. (7.16)

dove Tch1 E/O Ri(s)ds.

(a4

~ (<”;2(t0)>=cost NQ Ul t()

In generale la media tra i 3 valori:
Tl = / R(s)ds, i=1,2,3 (7.17)
' 0

¢ detta scala temporale lagrangiana 7.

Nota: per t — oo risulta (7“/12> x t e non (7“/12> o 12,
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[ regimi asintotici (t — t(, 00) possono essere meglio definiti

in funzione di T* che rappresenta il tempo necessario affinche

.....

Pitt in dettaglio le (7.15) e (7.16) possono essere riscritte in

forma differenziale:
12
d(r; )
<;; ) = 2(1}12(750))7' per t<T" (7.18)
12
d(r. /
<;;> = 2(@12(750))@{; per t>>T" (7.19)

Ricordando che la Soluzione fondamentale di un pro-

cesso di diffusione molecolare (2.15) ha varianza o tale che

do?
—— = 2D = cost. cioe indipendente dal tempo

dt
si usa l'analogia tra la (2.15) e la (7.19) per:

e definire una diffusivita turbolenta Dg;i analoga alla

diffusivita molecolare D e tale che:

12
r_ ld(r;)

12
1) AR

Note:

1. mentre D e funzione della coppia solvente-soluto

D; (o <v;2>) ¢ funzione del moto;

2. ¢ evidente che DZ“; non dipende da t perche:

(a) Ty = J¢° R;(s)ds non dipende da t;

(b) <v;2> = <U;(X, to)u, (X, t0)> non dipende da t;
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e studiare la diffusione turbolenta con un’equazione simile a

quella usata per studiare la diffusione molecolare [si vedano
(2.3) e (4.2)] dove D] sostituisca la D.

Si conclude valutando la dimensione £(t) della Nuvola Media
nei 2 regimi asintotici considerati:

(i) ‘Tempi piccoli’ dopo il rilascio (¢t < Tt)
Dalle (7.9) e (7.15), ricordando che 7 =t —

L2(t)=n=L2t0) + 5 S0 )=L200) + 5 30! o)t —t0)
(7.21)

(ii) ‘Tempi grandi’ dopo il rilascio (¢t > T')
Dalle (7.9) e (7.16), ricordando che 7 = t — t e conside-

12 . .
rando che per t — oo (r,) cresce indefinitamente con ¢

per cui L(ty) diventa trascurabile si determina:

=L (t0) + 307 e () TE) (-t (722

Oltre alla scala temporale lagrangiana ¢ possibile defi-

nire una scala spaziale lagrangiana L” cioe la distanza che una

particella deve percorrere per ‘perdere memoria della sua veloci-

ta Iniziale’ come media delle:

LE = \(w)TE i=1,2,3 (7.23)

Quindi per ‘tempi grandi’ (¢ > T'*) o grandi distanze (£ >
L*) ¢ possibile utilizzare lo Schema diffusivo ‘alla Fick’
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(si chiarira meglio in seguito) che prevede la rappresentazio-

ne del fenomeno di diffusione turbolenta tramite un’equazione

simile a quella usata per descrivere la diffusione molecolare in

cui pero D e sostituita da:

12 12
D?U; = (v >Ta:[; —(7.23)= \<Uz' >L£Z (7.24)
cioe da una diffusivita turbolenta prodotto di una scala di

12 .
velocita y/(v; ) per una scala di lunghezza LY.

Per stimare l'entita di Dg; si utilizzano dei valori tipici di

intensita della turbolenza e di Lg@,. Per esempio in un mo-
to fluviale: (’)( <v;2>) = (1072 — 107 YYm/s, O(Ly) = 1m
— O (D] )=10"°m?/s > 10~"m?/s = O(D).



8 EQUAZIONE DI CONVEZIONE -
DIFFUSIONE TURBOLENTA

L’analisi della diffusione turbolenta ha evidenziato 2 diversi re-
gimi funzione della dimensione dalla nuvola di tracciante (I-£)
rispetto alla dimensione della macroturbolenza (scala lagran-
giana L%). Quest’ultima ¢ la dimensione della macroturbo-
lenza ed e paragonabile alla dimensione della regione di moto
(profondita di fiumi, laghi, mari,...).

Si tratta ora di individuare le metodologie pratiche piu op-
portune per descrivere il processo di convezione-diffusione nei

2 suddetti regimi.

8.1 ‘Tempi grandi’ dopo il rilascio (ovvero £ > L')

In questo caso la microturbolenza (isotropa) non influisce sul

mescolamento quanto la macroturbolenza (anisotropa).

Quest’'ultima trasporta convettivamente la nuvola = diverso
moto dei baricentri delle nuvole = si usa la media di insieme
e si studia I'evoluzione della Nuvola Media.

Poiche la (7.19) suggerisce 'uso di una diffusivita turbolen-
ta costante, ovvero indipendente da t, si valuta come poterla

utilizzare in un’equazione di convezione-diffusione tipo:

ggjtv-Vc = DV?c ovvero (V-v=0) g?rV-(C’U) — DV-c.
(8.1)

o4
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Per determinare la forma applicativa dello ‘schema diffu-

sivo alla Fick’ si opera come segue:
e si definisce la seguente ‘decomposizione di Reynolds’:
=(c)+c=C+c dove (c)=0 (82)
v; = (v) + ’U;- =V, + v; dove <v;> =0 (83)
e si osserva che la correlazione (cv;) diventa:

(cv;) = <l<C + c/> <VJ + U;>]> =CV; + <c/v;->;

e si media la (8.1) che diventa:

oc oCvy a¢f  PC L .
ot ox; " ox; D@xQ dove g; =(cv;)={c—CO);—V))
(3.4)

¢ la j-esima componente del lusso turbolento di c;

e si definisce un opportuno legame costitutivo per qu.

Infattila definizione ¢; = <c/v;> ¢ del tutto analoga a quella

delle tensioni di Reynolds T} = —p(vv;).

Come l'equazione di Reynolds non ¢ solubile finche non si
istituisce un legame costitutivo tra Tzf e il moto medio
(problema di chiusura), cosi non si puo risolvere la (8.4) se

non si determina un legame tra qu e le variabili medie.

Per turbolenza omogenea e stazionaria [V; =0 per
la (7.10)] tale legame si fonda sulla “Teoria di Taylor’ del Ca-

pitolo precedente che permette di istituire un legame analo-
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oo alla ‘Legge di Fick” (1.5). In questo caso qu x V(' tra-
mite una diffusivita turbolenta indipendente da ¢ [si
vedano le (7.20)-(7.24)]:

oC
T T
% = ~Pigy,

ovvero q' = -D'.VC:  (85)

e si sostituisce la (8.5) nella (8.4) che diventa:
oC N o(CV;) _ 0 (DﬁC DT 80)
Ot 0z Or;\ Ox; kD,
con D E%j(frjfrk) = (v vk, xk =/{ v/v/; tim e ? at =0:

e si usa una rotazione per cui gli assi coordinati coincidono

(8.6)

con gli assi principali del moto medio [tali che (v;vb:()
per j#k = D7 =0] e si usa l'equazione di continuita del
moto medio (0V;/0z; = 0) in modo che la (8.6) diventa:
oC ocC 0 oC|
(D + D!,

o Vj(?xj N 0z i) o, x|

(8.7)

e si trascura la diffusione molecolare in quanto D > D per

cui:

+V— =

oC oC 0 (
ot ]5’% 03:]

DT@C)

ios (8.8)

8.2 ‘Tempi piccoli’ dopo il rilascio (ovvero £ < L%)

In questo caso la microturbolenza (isotropa) domina il mesco-

lamento che avviene a scale piu piccole della Nuvola Media
—> sl usa la media di insieme con sovrapposizione

dei baricentri e si studia la Media delle Nuvole.
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Si definisce, quindi, una concentrazione media C(x,t) otte-

nuta allineando 1 baricentri & delle singole nuvole:

C(x,t) = {c(x,t)) con x=x— (8.9)
e si usa la seguente procedura per calcolare C(x,t) a partire
da c(x, t):

e si determina c=c(x, ?) con il cambio di variabile x — x—x;
e si fanno coincidere tutti i baricentri (con l'origine);

e sl effettua la media di insieme.

Per poter determinare un’equazione tipo (8.8) € necessario
definire una diffusivita turbolenta D’ tramite un’equazione
tipo (7.18). Bisogna perd ricordare che per ‘tempi piccoli’:

e la diffusione turbolenta ¢ molto influenzata dalla microtur-

bolenza (isotropa);

e la diffusivita turbolenta cresce nel tempo [si veda (7.18)],

cioe al crescere della dimensione della singola nuvola [(t).

— ¢ necessario analizzare come il moto turbolento influisce
sulla crescita di {[*(¢)) dove [si vedano le (6.1) e (6.5)]:

) =3 52, (02 =[] ieenix. .10

Per fare questo si analizza il moto di una coppia di particelle

‘1" e ‘2" di posizione iniziale X e X ¢ separazione Iini-
ziale s = X® — X1 Al generico tempo t le 2 particelle

occuperanno le posizioni e 2® con s = 2@ — 2.
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Z2 to o/ T\s Si definisce con p(|s|; so, t, to)

l, 8o 2 20 : la probabilita che una coppia
XUy t > ¢, di particelle distanti sy = |s(| al
T al tempo ty abbia distanza com-

T3 presa tra s e s+ds al tempo ¢.

Da cui discende la definizione di ‘distanza quadratica media’

<82>E/ sp(|s| |so, to, t)ds.
0

Poiche in questo regime la separazione s e controllata dalla

microturbolenza con scale caratteristiche [si veda (5.13)] di-

pendenti da v e € risultera(s?) = f(sg, 7,v,€) con T=t — t

e applicando il ‘Teorema IT" con base dimensionale (7, &) ([e] =
L*T—?) si ottiene: (57) ( Sp vV )
5]

(8.11)

— 1 39

eT3 caTs ET

Poiche la scala spaziale di Kolmogorov n = (13/¢)7 & molto
piccola (dell’ordine dei mm negli oceani) e possibile identificare
un particolare regime di moto detto regime intermedio tale

1
N
che <« o< It o T = (5)2 <T<Tr (8.12)

Quindi, essendo:
® 59 > 1, la viscosita v, che agisce solo a scale confrontabili

con Ny, risultera ininfluente e trascurabile;

e T > Ty, ¢ passato un tempo sufficientemente lungo dal ri-

lascio che la separazione iniziale sy ¢ dimenticata. |[Diver-

so dal tempo necessario perche una particella dimentichi la

.....
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la funzione f di equazione (8.11) diventa costante, per esempio

C, cioe:

f( o ”2) _ Oy = () = Cper®. (8.13)

272 ET

da cui, passando alle derivate temporali:

d(s?) _d{s°) )
dt - dr =3C1eT :dalla (8.13)7-:(%91&)1/3

che mostra come il processo di diffusione turbolenta sia auto-

2
3

30153< )3 (8.14)

alimentato perche (s?) cresce in funzione di se stessa.

Nota la ‘legge di crescita’ (8.14) ¢ possibile determinare la
legge di crescita di {x?) e (I*). Infatti per tempi sufficiente-
mente grandi [si veda (8.12)], per i quali la separazione iniziale
¢ dimenticata (7 > 7x), la distribuzione di (s?) ¢ la stessa per

tutte le coppie di particelle cioe:

<3(%—2)> = <5(2—3)> — e = <8(z'—j)> Vi, j

e, per l'omogeneita della turbolenza, coincidera anche con la
distribuzione di separazione x = x — & che una particella ha

dal baricentro & cioe con la distribuzione di y?*:

(i) =0G) = () Yi,j = (%) =(x". (81))

[noltre, essendo per turbolenza omogenea ({x) = 0)

= gl e =iy b o -

<8m>—<%1>+<0§2>+<%3> =s10=3(*(1)). (8.16)
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Quindi la legge di crescita per (I%(t)

si ottiene a partire dalla

(8.14) e utilizzando i risultati (8.15)-(8.16):
d(s®) _ b by dX°) ity o
g = SCIES) = g =301
d<l2> 1 2 d<l2> Loy 2
<X2§ZQ>X gy = 3'Cie?(3(1%))? = gy =Che3([*)*| (8.17)

1
dove Cy = 33013.
Ora, in analogia a come operato per il regime di ‘tempi grandi’,

e si definisce una diffusivita turbolenta tramite la (8.17)

che & molto simile alla (7.19) in quanto esplicitamente in-

dipendente da t. Si definisce, in analogia alla (7.20) la dif-

fusivita turbolenta scalare (per l'isotropia della microtur-

bolenza):

r_ Ld(I?) o\ 3
G (3.18)

Questa e nota come ‘Legge di Richardson’ o ‘Legge 4/3’.

Infatti Richardson la uso per stimare la diffusione di polveri
vulcaniche in atmosfera. Tramite la (8.18) stimd D7 e
ottenne un buon fit su un ampio intervallo (10m < <12>%§
105m);

e si usa tale definizione in un’equazione di diffusione per C (la

convezione, essenzialmente dovuta alla macroturbolenza, e

trascurata) in cui l'isotropia ¢ evidenziata dalla D! scalare:

oC 0 oC 0 oC 0 oC
— D= ) (DT ) + (DT ) 8.19
ot IJxq ( ox1) Oxo Ox2) 0Ox3 X3 (8:19)




9 LA DISPERSIONE LAMINARE. LA
TEORIA DI TAYLOR

La dispersione e il fenomeno di mescolamento in cui si combi-
nano gli effetti di convezione longitudinale non-uniforme e di
diffusione trasversale.

Osservazioni preliminari (Taylor):

e la non-uniformita della convezione e tale che la separazione

tra 2 particelle immesse alla stessa sezione aumenti piu ve-

locemente rispetto a quella indotta dalla diffusione moleco-

lare longitudinale. Con riferimento ad un moto laminare in

un meato cilindrico di raggio a (moto di Poiseuille) risulta:

u(r) = 2@(1 _ 7“2) conti= w0, ==, ur=a/3=1

a? 0
g (9.1)
a
oy 1
| | | / €
j w2 72 2.2
o u T out  2ut

cioe la separazione cresce perche

z(r,t) = u(r)t = 2u (1 — :;) t;

e la diffusione trasversale e tale che per tempi molto lun-

ghi ogni particella “visita 'intera sezione {)’. =— ‘sente’

'azione convettiva non-uniforme presente in ogni punto.

61
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:

pe Conv. Long.

S

/

. |
i
3

PR

I S

: Dift. Trasv.
f

to tolAL tor2At  tor3At

Rispetto ad un sistema di riferimento in moto con velocita

u la particella di tracciante compie una successione di moti

che possono essere avanti o indietro con eguale probabilita:

t7.‘—4’t6
% lth 7777777 e,
/a/\/QJ to..—-.:tl x
ey,

o |'effetto netto € un moto casuale detto ‘random walk’ (la ca-

sualita ¢ dovuta alla diffusione) che sposta, per convezione,

le particelle avanti o indietro rispetto alla sezione x = ut.

L’effetto e simile, ma molto piu intenso, a quello della

diffusione molecolare in direzione longitudinale.

—> si ipotizza di usare un’equazione di tipo diffusivo [si

veda (2.3)] con coefficiente di dispersione K > D e

funzione del campo di velocita;

e si stima K osservando le analogie a D! cioe alla diffusivita

turbolenta longitudinale. Infatti sia K che D sono:

1. molto maggiori di D;

2. funzioni del moto (D! funzione del moto turbolento

u = u— (u); K funzione degli scarti o/ = u(r) — u).
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Poiche per definizione [si veda anche (8.6)]:

DI = DL = (' ' VTE ~ () TF

per analogia si avra:

2

K= {W)\TF=0]| (u)? 5 1 (9.2)
scala di <11/2> scaI;:i-i/ 7L

Nota: in questo caso T rappresenta il tempo necessario

affinche una particella ‘visiti’ per diffusione I'intera sezione.

[l risultato intuitivo di (9.2) puo essere ottenuto analitica-

mente tramite la “Teoria di Taylor sulla dispersione’.

9.1 La Teoria di Taylor sulla dispersione

Nell'ipotesi di moto laminare unidirezionale nel meato assial-
simmetrico (0/00=0) di cui sopra I'equazione di convezione-
diffusione (4.2) diventa:

oc dc D’c  0*c 10c

e “_p

ot i u<r>3x (8:62 or? * r@r)
ed essendo noto il profilo u(r) dalla (9.1) risulta:

2 2
1

Oc (1_)80 D(@c 07c 10c

ot +2 or \9z? * or? 7“(97") (9:3)

dove e ancora presente il termine di diffusione longitudinale

che si mostrera essere trascurabile.
Per semplicita si studia il processo usando un riferimento in

moto con velocita v cioe usando la trasformagzione:

{=x—ut, p=r, T=t (9.4)
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che comporta: [ 0 0§ 0 3,0 0 5’7' Jd 0
ox 0x o0& 8:1: (9,0 0:13 or o0&

0 356 6,0(9 878 0
or 87“ 85 87“ 8/) 87“ or 0p

9 ag 9 ap 9 +_af o _ 0 __0
ot~ oL oc L0y otor or o€
=1

:—’LL

che sostituite nella (9.3) porgono:

Jc dc 0%c  0%c 10c
— 1—2—|—=D 9.5
o 112 5 =2 g 5 oy ©9
Questa deve essere risolta con la cond1z1one al contorno:
0
(?; =0 per p=a. (9.6)

Per semplificare 'analisi si determina I'ordine di grandezza dei

termini della (9.5) utilizzando le seguenti scale:

a=>Scala di lunghezza per variazioni trasversali (nota);
¢* =Scala delle variazioni di ¢ (Ac);
A = Scala di lunghezza per variazioni longitudinali (incognita);

7" = Scala di variazioni temporali (incognita).

E passando dall’equazione agli ordini di grandezza (O.d.G.):

Equazione ac+u(1 P )80 D(a% + O + L
Z - R - - -
E oT a’) O 0c?  0p*>  pdp
0.4G & ll p&  p&  p°

T* A 2 a? a?
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Si ricavano ora le scale incognite A e 7° imponendo che i

primi 2 termini (inerziale e convettivo) abbiano stesso O.d.G.
dei termini di diffusione trasversale (A\?/a? volte maggiori di

quelli di diffusione longitudinale):

c* Dc* o a’
—_— — T = —:
T* a’ D’
176* ~ D¢ o a’u
A a2 D
Con queste scale si definiscono le seguenti variabili adimensiona-
li: T 7D & &D P
™ 2’ N au T (9.7)
con le quali la (9.5) diventa:
ocD _ Jc D 0%c D* 0O%c1 186 1
tu(l=2n') o= =D S B B S
0T a? X a2u 0X?g4u" On*a®> nona

[Non ¢ necessaria I'adimensionalizzazione di ¢ perche l'equa-
zione di convezione-diffusione ¢ lineare in ¢l]

Moltiplicando per a*/D e introducendo il Numero di Peclet

Pe tale che: ua ua v
s1 ottiene
f9c+<1 5 )86_D2 82c+026+18c
0T Tax ~ 2ul0X?2  on®  non
= Pe~?

Ma, essendo, Re > 1, Sc > 1 = Pe™? < 1, si puo
trascurare il termine di diffusione longitudinale:

oc 0%c 100
il 1_22i:i 9.8
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Taylor cerco una soluzione sulla base delle seguenti ipotest:

czE—l—Sj{g(n) con E:E(X,T)—gl2 chQ(99)
dc  _ dc  Oc
2= = 2= 27 =
— 8C<<(9C e ¢ <a<<ac (9.11)

0X? 00X 0Xo01T —~0X? 00X
Sostituendo la (9.9) nella (9.8) si ottiene:

(9? 822 82 822 (9? " g 80
87+6’X879(77)+(1_277 ) aX‘FaXQQ(??))@XQ (77)+778X

Quindi, dividendo per d¢/dX:

Jc 0*c 0*c /
AT o o(mOXIT o (1 _op? axz|_ o 9
oc TIMTge U= g ae ] =g )+
0X 0X 0X
ed utilizzando le (9.10) e (9.11):

" g/ B 9

g+ = =), (9.12)

Questa si integra in congiunzione alla condizione al contorno

ottenuta dalla (9.6) per la specifica definizione (9.9) di ¢:

o o
ap p= 077 n=1

e alla condizione integrale

/0 1 g(n)ndn =0 (9.14)

(9.7)

), , =0 (013)
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che segue dalla definizione di ¢

_ 1 2T 2 a

cz/ cdS) = —2 / cpdpd@ (006 = 0)= / cpdp
Ta

QO
—=c+ /andn

(n= p/a_2/ cndn= 2/

:=¢QA g(n)ndn = 0.

Poiche il membro di sinistra della (9.12) si puo scrivere come:

c+—

/

" g 1 d /
g +7=——(ng
n W“ )
la (9.12) diventa: 1 d
(ng) = (1 —2%).

ndn
Quindi moltiplicando per 7 e integrando
2 4
/|
= —— —+ (.
9 =5 =5 + 0
Dividendo per n si ottiene
3
‘=T O
gn) =3 ot
Ma dalla condizione al contorno (9.13) si ha
/ C
O:g<1>:1 =C,=C;=0
Ui n=1
per cul / N
g =5 1=n) (9.15)
che puo essere ancora integrata:
2 1
gy =" -" 10 (9.16)

4 8
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Ora la costante d’integrazione Cs si determina dalla condi-

zione integrale (9.14):

1 e 1 1 C 1
0=/0 gndn=<g.16>=/0 (n—n+02?7)d77— +—- = Cr———.

4 8 16 48 2 12
Da cui la soluzione completa per g(n):
2 4 1
o 1 . , 1t 1
_ dgim) =2 =L — 2. (917
gn) =", =g~y osia dgln)=n"—7 — . (9.17)

Note Dalle espressioni di g (9.15) e di ¢ (9.17) si desume che:

e cssendo 0<n<l = g/(n)>0 V1 =—>¢g ¢ monotona crescente;
e ¢(0)=0 (in asse) e ¢ (1)=0 (alla parete) => ¢ L parete;

o 49(0) = —3 (in asse) e 4g(1) = —¢ (alla parete).

3
J g 1)=0

—3 0 3 49, X

Asse centrale

Per determinare completamente la soluzione (9.9) si calcola
¢ mediando sulla sezione l'equazione di convezione-diffusione
(9.8). Dalla definizione di f si ottiene la forma adimensionale

di tale media ricordando che n=r/a e che Q=ma* diventa Q=r:
— 1 2mra

=al f(z r, t)rdrdd = //f (X, n, T)ndndd = 2/ fndn.

Quindi mtegrando la (9.8) su €2 porge:

1 e Oc 1 92¢ 100
d /1—2 I
/a ndn + | ( ”)aX” =), gt 5,77



CAPITOLO 9. LA DISPERSIONE LAMINARE. LA TEORIA DI TAYLOR 69

e sostituendo la definizione (9.9) di ¢:

/1 8E+ 0*c (-2 8E+822 dc » 0Oc
o |01 " oxor’ Tox"ox2? " ax? " ax?
Raccogliendo i termini in d¢/0X, 8*c/0X? e §°¢/0XOT si

ottiene: 10c  dc 1

dn=0.

+ 1_22 . /! . /
sor T ox (L=20" ) —gn—g|dn+
0%c 1 0%?c !
9C 1 opDand / dn = 0.
+8X2/0( n”)gn "t axar 91N

Ma il coefficiente di d¢/0X ¢ identicamente nullo per 1'equa-
zione per g (9.12) mentre il coefficiente di 9*c/0X AT ¢ nullo
per la condizione integrale (9.14). Quindi

10¢c  d%c ! )
287+8X2/0<1—2n )gndn = 0

in cui, nota la soluzione g, e possibile calcolare il coefficiente

di 0°c/0X*:

1 1 2 4 1 1

1—22) gndn = :/ -2 L =L pdp=——.
/0( n)gndn=oin=| ( 77)(4 S " 19/
Quindi si determina ¢ risolvendo un’equazione del tutto ana-

loga all’equazione di pura diffusione molecolare (2.3):

oc 1 O%c

— = 9.18

0T 480X?2 ( )
che ammette una soluzione identica alla soluzione fonda-

mentale (2.8) dove D = 1/48:
Cs _(12X2)(9.19)

1257
JrT /12"

e dove la costante (5 ¢ funzione della massa M immessa.

c(X,7T) =
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La soluzione completa del problema dispersivo si ottiene
dalle (9.9), (9.17) e (9.19). [Per esercizio].

Si conclude I'analisi del processo di dispersione osservando che:

e il significato e l'entita di K si determinano dalla (9.18) scrit-

ta in forma dimensionale tramite 1'uso delle (9.7):

(9.20)

0T 180X? 07 or D 480¢2| D? Or 48D O¢2

che rappresenta un processo di diffusione longitudinale per

gc 1 9%  dca? 102(:(& uj 9 a2 0%c
—

¢ (non ¢) osservato da un riferimento in moto a velocita u

e con diffusivita efficace o coefficiente di disper-
sione che conferma la (9.2): | K = a2’ /48D: (9.21)

e il ruolo della diffusione trasversale ¢ quello di modificare, ri-

ducendo, 'intensita della dispersione (allontanamento del-

le particelle di soluto) che si avrebbe per puri effetti convettivi.

Infatti analizzando il termine g(n)dc¢/0X si osserva che a
valle del picco di ¢, dove 9¢/0X >0, c= ¢ + gdc/OX ¢
maggiore alle pareti (¢g=1/6) che in asse (9=—1/3). Vice-
versa avviene a monte del picco dove 9¢/9X < 0. Quindi

la diffusione trasversale (T] in figura) opera in modo che:

a valle del picco riporta particelle di soluto dalle pareti,
dove c¢’e¢ maggior concentrazione, verso l'asse dove la

convezione e piu intensa. Cioe tende a riavvicinare le

particelle di soluto che vengono allontanate per effetto

convettivo;
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a monte del picco allontana le particelle dall’asse, dove
c'e maggior concentrazione, e le spinge verso le pareti

dove la convezione ¢ minore =- si riduce la dispersione.

T = 'j— fissato

X, 95%

7

g(-%c( Azione diffusione trasversale

e si pud ottenere una legge analoga alla ‘Legge di Fick’ (1.5)

semplicemente calcolando il flusso di massa g, attraverso

una sezione ) = ma?; 4y = M _ M
YT Q0 ma?
per cui calcolando M con le soluzioni (9.1) e (9.17) L,
M=e(ulr)~W)d2=2m0 c{utn) ) e
=/c(u(r)— =2ma”l c(u(n)— =.=—
K A = na 48 D 0f
si ottiene M ) 20 o - Kaz (9.99)
qr = a2 — ARD) 65 —(9.21)— 85 .

che rappresenta l'equivalente della (1.5) per la dispersione;
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e per descrivere il processo di dispersione si puo usare un’e-
quazione di convezione-diffusione derivata dalla (9.20). In-

fatti usando le coordinate del sistema fisso [si veda la (9.4)]
la (9.20) diventa:

g =K (9.23)

che differisce da una tipica equazione di convezione-diffusione

perche:

— qui compare ¢ invece di ¢;
— nel termine convettivo compare u invece di u(r);

— al posto dei termini diffusivi compare il termine di di-
spersione longitudinale che e tanto maggiore quanto piu
K ¢ maggiore di D. Usando valori tipici D = 10™%m?/s,
u=10"?m/s,a = 10~%m nella soluzione (9.21) per K

sl ottiene )
a’u
K=—"—"~021m?
48D m/s

cioe 10® volte maggiore di D.

e siricorda, infine, che la soluzione di Taylor e valida solo se le
particelle hanno visitato tutta la sezione cioe¢ per t > a*/D
che, nel caso in questione ¢ circa 10°s cioe 30 ore. In altre

parole il transitorio ¢ molto lungo.

Nota: con la stessa procedura e possibile ottenere soluzione al

problema di dispersione turbolenta in un condotto cilindrico.



10 LA DISPERSIONE TURBOLENTA.
LA TEORIA DI ELDER

Si estende la “Teoria di Taylor sulla dispersione’ ad un moto
turbolento che si sviluppa in un canale a superficie libera.

Tale estensione e immediata con i seguenti cambiamenti:

e la diffusivita turbolenta verticale D sostituisce D;

e il profilo verticale di velocita u(z) e quello che si realizza in
un canale.

Nel caso di moto piano (0/0y =0), a superficie libera, (v)=

(U(2),0,0) e la velocita mediata sulla turbolenza e C(z, z, t)

la concentrazione media.

U(z2)

— i '

U
Analizzando la dispersione per ‘tempi lunghi’ (¢>>T*) dopo

il rilascio si usa un’equazione di convezione-diffusione (8.8) in

cui la diffusivita turbolenta non dipende da ¢. Per quanto gia

visto si trascura la diffusione longitudinale e, quindi:

oC oC 0 70C
075+U<Z)aa:_az(Dzaz)'

Utilizzando un riferimento in moto con velocita media sulla

(10.1)

profondita U, cioe la trasformazione:

¢ =x— Ut, n:;, T=1

73
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in cui n ¢ adimensionale ma le altre coordinate sono dimensio-

nali e tale che 9 _ Y J :18 Y 3_U(9
oxr 0¢ 0z Yon Ot Or O&
I'equazione (10.1) diventa:
oC _.0C 1 0 oC
4+ U -U| - = DI=—|.
oy T = Ul Y28n( : an)
Seguendo 'approccio di Taylor, Elder cerco una soluzione tipo:

_ _ 5’0 80 . oC __oC
C=C(¢, 1), C= C+8§ qg(n), a§<<0 87<<Ua§
Sostituendo nella (10.2) e trascurando i termini dC'/OT,
0°C /0E0T, *C/OE? si ottiene la seguente equazione sempli-

ficata [dimostrare per esercizio]:

v -0 % =32 i) o

Si ipotizza che il moto turbolento sia tale per cui sussista

(10.2)

‘I’analogia di Reynolds’ basata sullo ‘schema diffusivo di Fick':

D! = vp = ku,Yn(1 —n) (10.4)

che, ovviamente, soddisfa la richiesta (8.6) per cui D! (= D3,)

e indipendente da t ed e il prodotto di una scala di velocita

turbolenta (u,) per una scala di lunghezza (Y). Nella (10.4):

xk = ‘costante di Von Karman’ (=~ 0.4);

u, = ‘velocita di attrito’ (= \/79/p con 7y tensione al fondo).
Sostituendo la (10.4) nella (10.3) si ha:

Ul = 0] = rug a1 =mg]. (103
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[l profilo di velocita congruente con la (10.4) ¢ il profilo

logaritmico tipico delle correnti turbolente:

U

U 4 (f) _
U :71 — | = (dimostrare per esercizio) ~ U 71 1 106
=" 10{ |~ e e U+ (L+13) (106)

dove 1, = distanza dalla parete a cui si impone la continuita
con il profilo valido nello strato viscoso.

Sostituendo nella (10.5) si ottiene I'equazione risolvente per

g(n): ] 1
- n(l=n)g|= (1 +nn)

da integrare con le condizioni

J =0 =

(condizione al contorno di fondo)

(condizione integrale da def. di C)

Usando gli stessi passaggi visti nella “Teoria di Taylor’ si giunge

alla soluzione

S (1—mn)™

g(”) — 9 el 777,2

— 0.648] :

Per determinare C' si media la (10.2) sulla profondita Y e il
risultato e analogo a quello ottenuto da Taylor [si veda (9.20)]

[dimostrare per esercizio]:

oC Y [1 0*C 0°C 0°C
= /r(1+lnn)g(n)dnl@52—5'86“*1/852_[(852
(10.7)

con coefliciente di dispersione K = 5.86u,Y .
E ora possibile dimostrare la legittimita di aver trascurato

la diffusione turbolenta longitudinale nella (10.2).
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Ipotizzando turbolenza isotropa per cui DI = D! [nel caso

di anisotropia ¢ al massimo D1 ~ (2 — 3)D1]:
DY = D! = ku,Yn(1 —n) (10.8)
e, reintroducendo la diffusione longitudinale nell’equazione per

C (10.7) ottenuta integrando sulla verticale si avrebbe

oC 0°C
K+ DT
ar = K+ D0) 5
con
_ 1 . 1 1
DgEY D dz= (05 =KUY 17(1 n)dn~6/<;u*Y 0.067u,Y.

(10.9)
Da questa e dal valore di K si valuta 'intensita relativa della
diffusione turbolenta longitudinale rispetto alla dispersione:
DT 0.067u.Y
K~ 5.86uY
da cui ¢ evidente che DT < K. Dalla (10.9) ¢ anche evidente
che DT = 0.067u,Y (risultato utile nel seguito).

= 0.012

Caso a simmetria assiale (condotto cilindrico)
La soluzione di moto turbolento, dovuta a Taylor, si ottiene

come quella di Elder.

Si riassumono le caratteristiche fondamentali:

.D;F:VTZCZL*/&;U con n=r/a;
_ . [3
oU@ﬁJﬂﬁ22+mﬂ—mL

o K = 10.06u.a, D_;:F = 0.05u,a.



11 LA TURBOLENZA LIBERA

Si specificano le proprieta di una particolare forma di turbo-
lenza che cartterizza il mescolamento di traccianti passivi nelle
correnti fluide naturali:

Turbolenza Libera = turbolenza che evolve non limitata

da contorni solidi.

e In generale la T.L. possiede le seguenti caratteristiche:
1. evolve all'interno di un Fluido Ambiente con densita
simile, e, solitamente, in moto irrotazionale;
2. l'interfaccia tra il fluido in moto turbolento e il Flui-
do Ambiente e irregolare con indentazioni dello stesso

ordine di grandezza dello spessore del moto turbolento;

Entrainment
Fluido Ambiente

3. evolve inglobando del Fluido Ambiente cioe mescolan-
dosi con esso;

4. la struttura del campo di moto cambia verso valle a cau-
sa di forzanti esterni (gradienti di pressione e/o tempe-

ratura) e per motivi inerenti alla turbolenza stessa.

e vista la complessita del fenomeno e necessario introdurre

una serie di ipotesi ed approssimazioni.

7
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Ipotesi
Se non esplicitamente specificato il contrario si considerano

moti
1. di un fluido di densita costante (p =cost.);

2. bidimensionali (piani o assialsimmetrici):

V=[U(zx,y),V(x,y),0], ovvero V=|U(z,r), V(x,7),0] (11.1)
3. mediamente stazionari (OV /0t = 0);

4. evolvono lentamente procedendo verso valle cioe:

ov. oV ov oV

— — — — 11.2
or oy OV o <o (112

5. non forzati dall’esterno cioe in assenza di gradienti di pres-

sione e temperatura.

Scale
Le equazioni dinamiche (in particolare l'equazione di Rey-
nolds 5.11) possono essere semplificate determinando I'entita

dei termini fondamentali sulla base delle seguenti scale:

Us=scala delle velocita in direzione longitudinale (distante), (11.3a)
U,=scala delle variazioni di velocita in direzione longitudinale,(11.3)
(locale),

[=scala di lunghezza in direzione trasversa

=distanza dall’asse a cui U e una frazione prefissata di Uy, (11.3¢)

L=scala di lunghezza in direzione longitudinale

= distanza per cui si ha una significativa variazione di U. (11.3d)
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I moti che corrispondono a queste caratteristiche sono clas-

sificati come Getti, Scie e Strati di Transizione.

AT
sl
oA, i i i
gt ""’I.l" =n!'§ﬁ

Figura 11.1: Descrizione grafica di moti 2D a turbolenza libera. Dall’alto verso il basso una Scia,
un Getto e uno Strato di Transizione. Adattatamento da Tennekes & Lumley (1972).
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Da quanto sopra e possibile riassumere le informazioni sulle

scale di velocita:

U=0Uy), U, < Uy, per le Scie (11.4a)
(U,,=difetto di velocita),
U=0(U,,), Uy=0, peri Getti e gli Strati, (11.40)

Uy per le Scie

~ ~

— U=0(U) dove U= (11.4¢)

U, peri Gettie gli Strati.

Utilizzando I'equazione di continuita (caso assialsimmetrico) e

ora possibile definire la scala V},, per le variazioni di V':

oUu 10(rV)

o= — 11.

ox i r Or ! (11.5)
[ L L

Rimangono solo da introdurre le scale relative alle fluttuazioni

turbolente di velocita e alla pressione media:

(yy) =0(*), P=O0(P) (11.7)

J

che nel seguito verranno meglio specificate.

Con le scale sopra definite si analizza I'ordine di grandezza di
ogni contributo delle equazioni di Reynolds nel limite asintotico
di regione sottile cioe nel limite [ / L — 0 o pili praticamente
/L <1

L’evidenza sperimentale mostra che

[

7= cost. dove cost. = O(1079). (11.8)
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11.1 Le equazioni semplificate per i moti mediamente 2D
Data la sua importanza pratica consideriamo il caso di simme-

tria assiale.

La componente trasversale dell’equazione di Reynolds

Utilizzando le ipotesi p =cost. e 9V /It = 0 si ha:

SOV OV LOP [0V 10/ av) v+a<u’v’>+1a(r<v’2>>: ;
dr  Or por 512 7“07“\ or) r4 Ox r Or
e passando agli ordini di grandezza: (11.9)
oGl F] 1, T, L], Vel ] o
L~ I\ L pl L [ L Ll L [
se ora si moltiplica per [ / UU,, si ottiene (11.10)
Cl o, P10 P11 11 | q2i[q2]
I’ UL |pUUL R 1P| |R;] |Ri] |UU,.L| |UU,
dove si e utilizzato il Numero di Reynolds (11.11)
RZ:UVL. (11.12)

Considerando ora i limiti asintotici Ry — oo, I/L — 0 ¢ il

fatto che U,,, < U si ottiene I'equazione semplificata
12 12

10P 190(r{v )) A(P/p) 10(r{v ))

— — =0 — =0/ (11.13

p Or —l_T or PYVELo or +r or ( )

se 1 termini convettivi sono trascurabili rispetto a quelli di ten-

sione di Reynolds cioe se:

s
lim WL _, (11.14)
i/L—0 (¢?/UU,,)

che, in seguito, mostreremo essere sempre verificata.
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E, quindi, possibile integrare in direzione radiale la compo-

nente r dell’equazione di Reynolds semplificata:

[ gy /wla<s<v’2>>ds

0s s 0s
— B PO ) (s
i CZ ") :P;O — (Y, )+ o(, ) con JU,QZ/T (™Ys)ds (11.15)
e dove
P, = lim Plz,r) e (), = lim (0 )(z,r)=0.

Questo valore di pressione puo ora essere sostituito nella
componente—x dell’equazione di Reynolds in cui compare nella

forma OP/0x;
1D pero necessario analizzare il significato del contributo 0Py, /Ox

la cui presenza ha due implicazioni:

1. si ha un termine di forzante esterno. Ma si e ipotizzato di

analizzare casi non forzati;

2. se tale termine forzante non ¢ identicamente nullo ¢ neces-

sario introdurre una seconda scala di lunghezza (Ls) per le

variazioni longitudinali di P (in analogia ad L):

Per 1 2 motivi di cui sopra si pone

0Py
= 1.1
Ox ! (11.16)



CAPITOLO 11. LA TURBOLENZA LIBERA 83

La componente longitudinale dell’equazione di Reynolds

Nella componente longitudinale:
12

PU PU 10P  [0*U 10 ( 6(])_ U1,00)  106tuv)) _
oxr  Or pdvx |02 ror\Or) r%2 Ox r Or
(11.17)

e possibile sostituire il valore di P appena ottenuto:

oU _oU [9*U 10 (oU\ U] 9, 2 100 uv)
U V - S — [/ - :O
8:c+ ar | 0x 47"87“ (Tc?r) T2 %@3 <v?>+02>+7“ or
1 (11.18)
e passando agli ordini di grandezza:
U] [Unl Un| [ Un, U, ¢’ ¢
{U ~ ~— | |V V— = =
L1 L 1 L l L [
(11.19)
ed, infine, moltiplicando per 52 / UU,,L si ottiene
Gl oo, P11 P o1 2T 21
U P R 1P| |R; UU,, [ UU,, L
(11.20)

dove si ¢ utilizzato il Numero di Reynolds (11.12).
Considerando ora 1 limiti asintotici R; — oo, [/L — 0eil

fatto che U,, < U si nota che il bilancio avviene tra il primo

termine convettivo e il secondo di tensione di Reynolds per cui:

~2 ~ ~
l 2 : l
Lol a1 o2, (11.21)
ou, L ou,, L

Questa conferma la (11.14) e, contenendo U, deve essere spe-

cificata per 1 2 casi distinti Scie e Getti+Strati.
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Il caso di Getti+Strati
Poiche U = U,, (si veda 11.4c) l'equazione che determina

I'intensita relativa della turbolenza in funzione delle scale di

el 2ol
L

lunghezza diventa: [
° 1 (9( ) (11.22)
per cui i due termini convettivi della componente—z dell’e-

q
— =0
Lm

vz \L

quazione di Reynolds (11.18) (si veda anche 11.20) sono dello

stesso o.d.g. e 1 termini viscosi sono trascurabili rispetto alle
- 2
tensioni di Reynolds per 1 2] [
YROKEE D T 07 (11.23)

R; ~UU,L [*

In definitiva I'equazione approssimata diventa:

oU oU 10(7“{1//0/))_
Uy Vo e S =0, (11.24)

Nel caso specifico dei Getti si ottiene una variabile conser-

vata di fondamentale importanza. Moltiplicando per r 'equa-
zione del moto e utilizzando 'equazione di continuita si ha la
seguente forma conservativa:
O(rU?) N O(rUV) N A(r{uv'))
ox or or

che puo essere direttamente integrata su 0 <r < oo ricordando

che per definizione lim,_,, U =lim,_,o V =lim,_ <u/vl> 0:

O#{ o) (TUV) (r{u >)]}d7“—a/ U — OM

=0 (11.25)

ox or oz ox
(11.26)

dove ME/ pUQdQ:27Tp/ rU*dr =flusso di q.d.m. del Getto.
0 0
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Il caso delle Scie

Prove sperimentali mostrano che ¢ = O(U,,) ed essendo per
definizione U = Uy la (11.21) porge:

q ] Un, ]
— =0|= he — =0 11.27
U (LJ e anche U, (L) ( )
Essendo, inoltre, U = Uy > U, il secondo termine con-

vettivo nella (11.18) e trascurabile rispetto al primo per cui

'equazione approssimata diventa:

oU  10(r{uv)) B
UL =0 (11.28)

[noltre, nell'ipotesi di forzanti esterni nulli, Uy /dx = 0 e

'equazione del moto puo anche essere scritta come:

o~ Uh)_ 10r(u))
Oz fr or '

Analogamente a quanto fatto per i Getti si puo integrare tale

U (11.29)

equazione e mostrare che il flusso di difetto di q.d.m.:
M = / oU(U — Up)d2 = 2mp / rUU — Up)dr (11.30)
si conserva procedendo verso valle cioe %]\f 0.

[Dimostrare per esercizio].



12 LA SOLUZIONE AUTOSIMILARE

Misure sperimentali mostrano che per 1 moti a T'.L. sia la ve-
locita longitudinale (U) che le tensioni di Reynolds ((u'v'))
non dipendono dalla coordinata longitudinale (z) se opportu-
namente riscalati. Da cui la ricerca di soluzione autosimilare.

Autosimilarita = proprieta del moto per cui si puo

descrivere il moto stesso tramite funzioni indipendenti dalla

coordinata longitudinale.

Es. Sia P(x,r) una qualsiasi proprieta di un moto 2D e si in-

troducano le scale Py(z) e [(z) caratteristiche rispettivamente
r

di P(x,r) ed r e tali che: 1= (12.1a)

I(z)
: P(z,1) _ P(z,7l(x))

P(x,n) = P~ P L(12.1b)

Se la proprieta scalata P ¢ indipendente esplicitamente da

cioe se esiste P(n) tale che P(z,n) = P(n) allora si dice che

~

P(z,r) ¢ autosimilare e: P(x,7) = FBy(x)P(n).  (12.2)
ol importante definire opportunamente le scale [ e Py che,

solitamente, dipendono da x come potenze del tipo x";

e la validita dell'ipotesi autosimilare si determina usando solu

zioni tipo (12.1) nelle equazioni ed esaminando la consisten-

za dei risultati;

e una soluzione autosimilare ¢ caratterizzata da m sca-
le di grandezza con m = dimensione del problema (ad
esempio [ e Py per moto 2D).

86
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12.1 1l caso dei Getti
Prima di analizzare in dettaglio la soluzione autosimilare per

1l caso del Gettl assialsimmetricl esaminiamo alcune caratteri-

stiche del moto:

B < storno a cui si sviluppa il

Figura 12 1- Tl Getto puo ammettere soluzione autosimilare a partire dal punto x = x, posto a valle

della \dattamento da Tennekes & Lumley (1972).
o~ 02F \mgz 30
v | | » ben descritto da una soluzione
’J‘.i'Um \

0.1 [~ \

0.5

0.0 #__L V) — i

Q
I
<

Figura 12.2: Soluzione autosimilare per U: (a) confronto tra valori osservati e di soluzione autosimila-
re di U/U,,(z); (b) evoluzione del profilo di velocita U/U; a diverse sezioni a valle di z,. Adattamenti
da Townsend (1976) ¢ Pope (2000).
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La costruzione di una soluzione autosimilare comporta una

serie di ipotesi che si evidenzieranno nel seguito.

Per il caso dei Getti assialsimmetrici si parte dalla (11.24).

In essa compaiono le seguenti variabili dipendenti U, V e

!/

(uv) e, in analogia alle (12.1), si cerca una soluzione del tipo:

. T
U(JZ, T) — Um<x>f<n)7 —<’LL v >(:C7 T) — Q2<x>9(77>7 n= l(.ﬂC)
(12.3)
mentre la soluzione per V' si otterra dall’equazione di continuita

(11.5).

Si noti che la soluzione di cui sopra prevede 3 scale per un
moto 2D.
—> Ipotesi I: Affinche esista soluzione autosimilare deve
essere:

q < U, ossia U? = cost. (12.4)

m
cioe l'intensita della turbolenza deve essere proporzionale a

quella del moto medio e il loro rapporto non dipendere da
funzioni di z.
In questo caso e quindi possibile riscrivere la (12.3) come una

vera soluzione autosimilare:

Uw,r) = Un(2)f(n), —(uw)(z,r)="Us(x)g(n), n

cioe utilizzando le sole 2 scale I(x) e Uy, ().
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Una conseguenza dellipotesi (12.4) ¢ che anche le scale di

lunghezza sono proporzionali tra loro. Infatti ricordando che
per i Getti vale la (11.22):

[

~

~

, ma gx U, = loxLoz (12.6)

confermata anche dalla evidenza sperimentale (si veda 11.8).
Come suggerito dalla procedura per costruire una soluzio-
ne autosimilare bisogna sostituire la soluzione prescelta nella
equa-zione (11.24) e verificare la bonta dei risultati.
Per fare cio si deve prima determinare la forma della solu-
zione per V (z, r) utilizzando l’equazione di continuita (11.5):

U 18(7“‘/ oU
o oo ) T / ds—‘/ (&Iz)d

— [sV], = — / (sg) ds — V(z,r) = nl (gg)ldn

ed utilizzando la soluzione di U:

~

Vie,r)=—|——

Updl (7 4
m = d 12.7
dx/o fn 77] (12.7)

dove f = df /dn.
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Sostituendo nella componente x dell’equazione del moto (11.24)
le soluzioni (12.5) e (12.7), moltiplicando per {/U? e rac-
cogliendo 1 termini contenenti rispettivamente Ulmdgm e gfc sl

giunge alla:
z dU dl . f o ,
- /fndn]—d{nff —f/ andn}—{gw]O-
x n Jo N
(12.8)

Si ottiene quindi un’equazione integro-differenziale in cui le

parentesi quadre contengono funzioni solo di n e sono moltipli-
cate da funzioni solo di x.
L’equazione puo essere semplificata nel contributo proporzio-

dl

nale a - in quanto:

/andn— g /2f77d77 7 f - /2f77dn, (12.9)

Quindi si ottiene:

[ dU,, Fom di [2f 7 g

e = fpdn| — /fndn =" +g.

U, dx n Jo x| n Jo n
(12.10)

Per poter calcolare le soluzioni autosilimilari f(n) e g(n) e

necessario imporre che ’equazione contenga solo funzioni di 7

cioe che le funzioni di x che moltiplicano le parentesi quadre

siano 1n realta delle costanti:

[ dU, dl
U de cost., e cost. (12.11)

E facile mostrare che i vincoli (12.11) sono soddisfatti per

I(z) = Ax, U, (z) = Bz", Vn. (12.12)
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Per poter esprimere compiutamente la dipendenza da x ¢

necessario calcolare 'esponente n e le costanti A e B tramite
Nel caso dei Getti si usa il vincolo (11.26) di invarianza della
q.d.m. con x.
Poiche OM /0x = 0 ed ipotizzando un profilo uniforme di
velocita U; di ingresso M; = M (x;) = pU?Q; = pU?(wd? /4) si
ottiene:

M;=M(z) Vx> x,,
— prQi:QWp/O TUQdTIQWple%/O nf2dn

ed essendo | = Ax
1

A\/QW fooo nfdn
(12.13)

D quindi chiaro che nel caso di Getti assialsimmetrici:

— Up(z) = CUNQz™!, dove C =

1. n = —1 cioe la velocita in asse U, decade come 1/x;

2. le costanti B e C' dipendono dalla costante A e dalla forma
specifica del profilo in n della soluzione cio¢ da f(n) in

quanto al denominatore di C' compare [y nf?dn.

Cioe la dipendenza da x puo essere completamente definita

solo quando anche f(n) e nota.
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Si torna, quindi, alla soluzione della (12.10) con la consa-

pevolezza che le parentesi quadre sono ora moltiplicate dalle

costa:nti: ~
[ dU,, (Ax) L dl
— —B = —A —=A 12.14
U,, dx B:I:—1< ) ’ dx < )
/ 7 9 / 77 /
— A{fo/ fndn] A[f/ fodn| =7 + g
n Jo n Jo n
9 f/ g g /
— —Alf +77/ fndn :n+g, (12.15)
0

Questa non puo essere risolta finche vi compaiono due fun-

zioni incognite cioe f(n) e g(n). Ricordando che la prima rap-

presenta il profilo di U e la seconda quella di (u'v') (vedi 12.5) si

capisce che bisogna introdurre un vincolo tra le 2 grandezze.

—> Ipotesi II: esiste un equilibrio locale delle turbolen-
za, per cul si puo utilizzare una “Chiusura Turbolenta alla

Boussinesq”:

!/ 5’U
—(uv) =vp—, dove wvp = viscosita turbolenta (12.16)

or
v'):

Passando alla soluzione autosimilare per U e (u

Unf
U%Q(U)ZVT P — |g=f

/

/

1 vUr f

(12.17)

~

dove RZT = (]]/m ¢ il Numero di Reynolds turbolento del Getto.

T
Sostituendo nella equazione (12.15) si ottiene:
/ n / d /
_A f2+f/ [ A ) (12.18)
n Jo nRiT dn R;T
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Si deve ora introdurre I'Ipotesi III richiedendo che anche
RZT non dipenda da z. Dalle osservazioni sperimentali risulta

RZT’écost.

/

f

o + 4 f =0, dove onZAR;T. (12.19)
U

f2+{7/0nf77d77

Si mostra per diretta sostituzione che una soluzione di tale

equazione e la funzione a campana:
2,,2\ 2

fln) =2 (1 + O‘f) (12.20)

e sostituendo tale soluzione nella definizione di U si ottiene:

2,,2\"2 2,2\ 2
Uz, 7"):2Um(a:)(1+&477) :Ua(l—FOéi?) cioe U,=2U,,. (12.21)

Simostra, infine, che fissare il valore di « equivale a dare una

~

definizione operativa di [(z) che era stata genericamente

definita (equazione 11.3c) come la distanza dall’asse a cui U €’
una frazione prefissata di U,.

Per semplicita si pone a?=1 per cui alla distanza r=I(z){H=1)
dall’asse la velocita e: Ulx, n=1, ozzl)zUa(a:Xl—l%L)_Q:O.GéLUa(:1:).
Il problema si chiude calcolando A e C da informazioni

L. sperimentali: Ry =15 = A=&2/R[T:1/R[T%“O.067;

2. teoriche: con la (12.20) si ha 27 [;"nf%dn = 1673 =
C'=3.65;

per cul

- L L
[(2)20.0672, U,(2)220U; =2 =730~ con L=/ =/r/4d;
T

! (12.22)
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[l confronto della soluzione esatta (12.20) con il profilo tra-

sversale di tipo gaussiano mostra una grande somiglianza:

2
’ T
J(r)=exp —( ) , ossia f(n)=exp|—n?] con n=
() lo(z) (n) —7] e
(12.23)
) Nom
U/, N ;
o lel@) N et =061

Figura 12.3: Soluzione esatta (—) di equazione (12.20) e approssimazione gaussiana (——) di

equazione (12.23).

—> per comodita d’ora in poi si usera ’approssimazione gaussia-
na che ha proprieta ben note. Questo comporta qualche aggiu-
stamento ai coeflicienti che esprimono la dipendenza da .
la(z) si definisce operativamente come la distanza dall’asse a
cul:

Ulr=I1g)=U,f(r=1g) =U,f(n=1) = Use " =0.3679U,

) L
— lo=1.60 e, quindi, lo(z)=0.107z, U,(z)=7U;—2 (12.24)
X

QE/UdQ=27T/ rUdr =2rU,l% deUZWUaléZO.ZBQZ-x
(12.25)
Anche se U ~ 27! risulta Q ~z, per l'incremento di sezione

lg~x =>inglobamento di Fluido Ambiente (Entrainment).
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12.2 1l bilancio energetico

Le relazioni esistenti tra moto medio e turbolenza possono esse-

re chiarite con considerazioni di tipo energetico. In particolare

¢ molto utile analizzare 1 meccanismi di trasporto dell’energia
cinetica turbolenta.

Questi sono descritti dalla (5.12) qui riportata per convenienza

112 Il I \2
dk , OV 0 | v v;p 0’k o’
— ——{v. — J I - !
dt <UZU‘7>8:1:]- 0z < 2 >+< 0 > JH/(?LU? V<((9:1:j)>
(0 (1) (I1) (I11) (IV)

Prima di passare all’analisi dei vari contributi descritti in
sezione 5.4.3 conviene fare uno studio degli O.d.G. dei termini
in maniera analoga a quello fatto per le equazioni di Reynolds.

Ricordando le scale gia utilizzate si ha la seguente equazione
per gli O.d.G. in cui si riporta per ogni gruppo l'ordine del

termine maggiore:

Ul (U] [¢ ¢’
(0) (1) (1) (L11) .
e, moltiplicando per 1/(Uq¢?):
[ q 1
0 H { ] 7] (12.27)
How & U gy
(11)
(0) (111)
dove
Ul [
=— e g: (iﬂ con B3>0 (f=1/2 peri Getti).
%

(12.28)
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Nelle equazioni qui sopra non si e specificato ’0O.d.G. del ter-
mine dissipativo. Questo si deriva per gradi, iniziando dalla
valutazione del bilancio in (12.27) nei limiti [/ L — 0 ¢ R;— 00;

In tali condizioni asintotiche solo il termine di produzione
(IT) e di O(1). Quindi affinche la (12.27) sia bilanciata anche

il termine dissipativo deve essere dello stesso O.d.G. e, quindi:

1\2
oV [ 0Ov
P+ec=0, dove P= 833j<ij>’ £ = V<((9xj) > (12.29)

con equilibrio tra produzione P e dissipazione € [anche (5.14)].
La congettura che O(g) = ¢*/lp sembra in contraddizione
con una valutazione naive secondo cui 'O.d.G. di € dovrebbe

contenere v cioe Ity Viceversa tale congettura:

1. ¢ stata verificata sperimentalmente (Sreenivasan, 1984). Si
e osservato che in condizioni di T'.L. il gruppo adimensio-

nale elr/q’ ¢ indipendente da Rj;

2. ¢ logica se si considera il processo di cascata energetica
per cui l'energia meccanica ¢ estratta dal moto medio alla
scala integrale [ e trasferita a strutture sempre pitl piccole
fino ad essere dissipata alla scala viscosa. Quindi, I'energia
dissipata ¢ proporzionale all’energia turbolenta [O(g?)] che
fluisce lungo la cascata energetica alla frequenza q/ I di

rotazione dei vortici maggiori.
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Per avere un’idea piu completa di tutti i meccanismi dinamici
e necessario includere nel bilancio energetico anche i termini
che sono O(I/L) e O[/(I/L)] pit piccoli dei termini P e e,
in particolare i termini di trasporto (0) e (/7). In condizioni

mediamente stazionarie ed usando 'equazione di continuita:

ok 0k  ,.0U 2 2,00 10 2 <U/ )

[ V > \ - (U‘W)> P/ te=
_Ozx o )=o) dx. ror T<U 2 p =0
o CQ 7’1 P T

(12.30)

E ora possibile descrivere il bilancio di equazione (12.30) in
termini delle soluzioni autosimilari della sezione 12.1.
Per poter far cio e necessario ricavare una serie di risultati:

1. la soluzione autosimilare di V' corrispondente alla soluzione

. 2 . . R
gaussiana U=U,e™"" si deriva dall’equazione di continuita

_ U, (x)A

(11.5): —1+(1+2%)e” |5 (12.31)

Figura 12.4: Soluzione autosimilare per V' di equazione (12.31).

2. dalle definizioni di f(n) e U,(x) risulta:
fm=e" = f=-2nf e f'=-2f(1-27)(12320

d a a
U(@)=TU Lz = o _Ua. (12.320)

dx T
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E ora possibile determinare la struttura autosimilare dei ter-
mini di (12.30). Tale struttura e riportata nella tabella di
Appendice II. Si noti che il valore di € si trova per differenza.
Si possono, quindi, ricavare per via teorica alcune informazioni:

1. poiche Py, Py e C; decadono come f2 per n > 1 mentre
Cy e T sono proporzionali ad f, distante dall’asse, cioe in
corrispondenza dell'interfaccia con il Fluido Ambiente il bi-
lancio ¢ tra Cy e 7T ;

2. per n~ 1, 'unico termine O(1) cioe non proporzionale ad
AL e Py che, approssimativamente, bilancia e, come an-
che descritto dall’equazione di bilancio all’ordine O(1) |si

veda (12.29)], mentre C bilancia approssimativamente 7 ;
2 eop ~polto minore di P; cioe P ~ Ps.

/— Production (@)
o Mean-flow
convection (t)

Q & f sono confermate dai dati sperimen-
ta 0.00 f~— /, "\_{:- === 2.5:
. Turbulent [~
é -0.01 |- transport ( )
Dissipation (i)
0255 . 1 .'0 : 2%0
1

Figura 12.5: Il bilancio tra i termini di (12.30). Le grandezze sono normalizzate con U, e lg

(adattamento da Panchapakesan & Lumley, 1993).

Si puo anche notare che € e distribuita su tutta la regione
turbolenta mentre P ¢ massimo in corrispondenza della regione

dove la deformazione (OU/0Or) ¢ massima cioe per 1~ 1.



13 ENTRAINMENT, MIXING E
TRASPORTO DI MASSA

Il bilancio energetico appena analizzato suggerisce anche infor-
magzioni relative al Mescolamento del fluido del Getto con
il Fluido Ambiente.

Infatti si e mostrato che all'interfaccia (n > 1) uno dei
termini dominanti ¢ Cy cioe ngf. La natura di tale trasporto
convettivo ¢ funzione della forma di V' (vedi equazione 12.31)
illustrata in figura 12.4.

Vicino all’interfaccia con il Fluido Ambiente V' # 0 mentre

U ~ 0. Inoltre in tale regione V' < 0 indicando che il Fluido

Ambiente fluisce nel Getto => Entrainment.

Inoltre la posizione media dell'interfaccia e stazionaria e k
viene trasportata dal centro verso 'esterno ad una velocita tale
da mantenere questa condizione.

Riassumendo alcune caratteristiche dell’ Entrainment:

(a) la portata del Getto cresce come x (vedi 12.25),

(b) V< 0 vicino all'interfaccia;

(¢) il trasporto di k avviene ad una velocita opportuna per cui
la posizione media dell’interfaccia e stazionaria.
Vista I'importanza del moto dell’interfaccia per la dinamica

del Getto se ne analizzano alcuni dettagli.

99
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13.1 L’interfaccia con il Fluido Ambiente

Si propone una descrizione semplificata e intuitiva del mo-
to dell'interfaccia trascurando complicazioni formali inutili in
questa sede.

[ moti di T.L. mostrano fenomeni di intermittenza alla
regione esterna (n > 1): nel segnale di una sonda posta in
(x,m)=(x,n) si alternano bruscamente periodi di quiescenza
a periodi di forti oscillazioni.

Piu precisamente se si misurasse la funzione di intermit-

tenza [(z,1,1):

1 se (z,n) e nellaregione turbolenta

0 se (z,7) e nella regione irrotazionale
(13.1)

si otterrebbe un risultato simile a quello di figura 13.1b.

. | = ¢(z,1)
R Moto irrotazionale
P WD S W NS B N A N
Moto turbolento
t
I(z,7,t) | |
1 . T
t

Figura 13.1: Rappresentazione schematica di un moto intermittente: (a) posizione dell'interfaccia

nel tempo ad un punto spaziale z = & prefissato, (b) funzione di intermittenza corrispondente.
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Se ad ogni distanza n dall’asse si media I (z, 1, t) su T sufficien-

temente grande si ottiene la frazione temporale di T che (z,n)

AN AN

risiede nella regione turbolenta: (I)+(z,7) = % o I(z,7,t)dt.

Analogamente per N realizzazioni equivalenti la media di in-

sieme (I)(&,7,t) = =54 I,(Z,7,t) ¢ la frequenza con cui al

tempo t il moto in (z,7) e turbolento.

Per fenomeni mediamente stazionari, come quelli da noi con-
siderati: — y(2,m) = (Dpla,n) = (D) (13.2)

cil fattore di intermittenza cioe la probabilita che il moto

in (x,n) sia turbolento ossia il tempo che (z,n) risiede in una

regione turbolenta.
Corrsin & Kistler (1954) hanno mostrato che se ({(z)) ¢ la

posizione media dell’interfaccia il fattore di intermittenza per

moti a T.L. e:
1 S (l’)>)
= — |1 —erf 13.3
7(567 T]) 2 cr ( \/EO'(QZ') ( )
[con o(x)?=varianza dello spostamento dell’interfaccia rispetto a ((x))].

A

Figura 13.2: Fattore di intermittenza in un moto a T.L.
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Da quanto visto mentre [ misura l'estensione della regione

turbolenta mentre o misura l'estensione della regione su cui

oscilla 'interfaccia.

[l rapporto o /lg ¢ lo spessore relativo della ‘corrugazione’

della superficie libera. Esso varia molto in funzione delle ca-

ratteristiche del moto (o /lg = 0.80 per le Scie e 0/l = 0.45

per i Getti) ed ¢ un indice del’Entrainment all’interfaccia.
Sembra esistere una contraddizione tra il fatto che

(J/ZG>Scie ass. > (U/ZG>Getti ass. € il fatto che dQScie ass./dx =0
(si veda anche Appendice 1) mentre dQgetti ass./dx > 0.

L’apparente contraddizione e chiarita se si considera 'evolu-
zione dell'interfaccia in vista anche della condizione al contorno
(11.4) che differenzia le Scie dai Getti.

Le convoluzioni dell’interfaccia sono dovute alla forma ed

evoluzione di vortici di scala spaziale o e velocita caratteristica

q~U,,. Questi inglobano una portata volumetrica Q,~ U,,,02.

2

(). non solo cresce con o~ ma anche con U, e quindi per

xr > x; risulta
Un=0 = Q.=0 per le Scie, U,,>0 = Q.>0 per i Getti (13.4a)

U
((;U%“(), V~0 per le Scie, %#O, V<0 peri Getti. <13.4b>
r r

or
.‘.\ Gl L)
NS P e
N . o T
AN (TS
3 —N\ ol -
- -
Sevm

\ A J j
| Y v
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La (13.4a), quindi, fornisce una risposta intuitiva al fatto che
mentre la regione turbolenta aumenta in presenza di un Getto
questa rimane quasi costante nel caso di una Scia.

Viceversa la (13.4b) puo fornire una interpretazione per il
meccanismo fisico che rende possibile I'elevato Entrainment
per il Getto.

In primo luogo si puo notare che i1 vortici responsabili dell’ Entrain
sono relativamente piu piccoli nei Getti che nelle Scie in quan-
to (o /la)aetti < (0/lq)seie- Questo € dovuto al fatto che nel
Getto esiste un trasporto convettivo in direzione trasversa che
tende a

[ vortici che compongono la regione di interfaccia sono orien-

ou
or "

Getti essa e suflicientemente forte da allineare 1 vortici paral-

tati in dipendenza dell'intensita della deformazione Per 1

lelamente alla direzione dell’interfaccia media ma questo non
accade per le Scie (Mobbs, 1968).

Townsend (1976) fa rilevare come i vortici orientati casualmen-

te abbiano una bassa capacita di inglobare il Fluido Ambiente.

Da notare che tale inefficienza e rappresentata nella soluzio-
ne autosimilare dal fatto che all'interfaccia V.. ~ 0 mentre

abbiamo visto che per 1 Getti risulta Ve < 0.

13.2 Il trasporto di massa dei Getti
Poiche, tramite il meccanismo di Entrainment, 1 Getti mesco-

lano grandi quantita di Fluido Ambiente al fluido turbolento
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essi forniscono un utile mezzo per diluire uno scarico inquinato.
Come per il campo di velocita e possibile utilizzare una so-
luzione gaussiana per la concentrazione media C(x,r) la cui

evoluzione stazionaria ¢ descritta dall’equazione di convezione-

diffusione [si veda anche (8.4)]:

=D

oC _9C Ouc) 19 vc))
VoeVort s v or 022 Traon U SHpa(135)

dove D = coefhiciente di diffusivita molecolare e

!/ !/

qr = ({(uc),(vc)) = flusso turbolento’ di massa.

0*C 18(80) C

r2

Quindi, utilizzando la soluzione gaussiana:

C(x,r) = C’a(aj)e_"Q, con n = ZT (13.6)
C
in cui o e definita come la distanza dall’asse a cui C'(z,r =

lo)=C,(x)f(r=lc)=Cy(x)f(n=1)=C,(x)e " si ottengono

in completa analogia a quanto visto per U le seguenti relazioni:
L

le=Acz,  Colz) 2TC=Y, O0)=1.  (13.7)
x

In analogia alle equazioni (12.22) A¢ si stima come I'inverso

del numero di Peclet turbolento misurato sperimentalmente:

Ul
Ac =1/Pep = 0.127, con Pep = O,
Dy
e dove Dy = diffusivita turbolenta, O(Dyp) = e (13.8)
IT

mentre [' = 5.64;
I1 ruolo della turbolenza nei fenomeni di trasporto non e solo

quello di provocare I'Entrainment di Fluido Ambiente ma
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anche di contribuire in maniera non trascurabile al trasporto
di massa dei traccianti passivi.

Per stimare tale contributo calcoliamo la frazione di portata

massica M = ([, ucdQ) =2 /OO [UC’%—(u/c/)] rdr (13.9)
0

dovuta al trasporto turbolento My = 27 [° (u'¢ rdr ciot alla
componente  del flusso turbolento di concentrazione (u'c¢ ).
Tale frazione si calcola facilmente utilizzando la relazione di

conservazione M = C;Q);:

277/ UC+ (e |rdr=CiQ, — 27r/ e Vrdr=CiQm2n]  UCrdr
0 0 0
M 21 [, UCrdr
— —— =1 13.10
M CiQi ( )
Utilizzando ora le soluzioni autosimilari per U e C' e possibile
scrivere 1 ult;omo integrale come: N {—7“2 (@* Hz%’ )
277/ UCrdr = QWUQCQ/ e o le) lrdr =
0 0
2 52 o0
12, 2 _2(letle 12, 2
=—nU,Co| 555 e[ (% %) =71U,Col,5 %1 - (13.11)
le: + 1g . le: + 1g

Sostituendo in (13.10) e ricordando le soluzioni autosimilari
per U, /U; e C,/C; e la definizione @Q; = Q,;U; si ottiene quindi:
Mr 1 UCf 113 ) 1 (7LM)<5.64LM)( A2AY ) )

Mo U oz T e, A2 4 A2)"

(0.107)%(0.127)?

(0.107)% 4 (0.127)?
cio¢ circa il 17% della portata massica ¢ dovuta al trasporto

X

=1 — (7)(5.64) ( ) ~0.17  (13.12)

turbolento.



14 FENOMENI DENSO-MECCANICI

Finora si sono analizzati moti di T'.L. di fluidi a p =cost. che
evolvono a causa di azioni puramente meccaniche.

Esiste pero una seconda classe di moti in cui le azioni motrici

sono di origine denso-meccanica cioe in cui oltre a forzanti ester-

ni ed interni di tipo meccanico esistono forzanti dovuti a gradienti di .

Per tali moti in generale p = p(P, 7T, .S, ..) dove P = pressione,
7 = temperatura e S = salinita. Una classificiazione di tali

moti e proposta in figura 14.1:

Moti a T.L.
Motore Termomeccanico Motore Meccanico
p=pPT,S,..) p =cost, M; #0
(Getti, Scie, Strat
Semplici)

|

Getti Galleggianti
My #0, AT#0, Ap#0

Pennacchi Caldi Pennacchi Freddi
M;=0,ATF#0,Ap#0 M;=0,AT=0,Ap#0

Figura 14.1: Classificazione dei moti a T.L.

Esempi di Pennacchi Caldi sono il fumo di una sigaretta

oppure le correnti ascensionali atmosferiche dette Termiche.

Esempi di Pennacchi Freddi sono le correnti di densita

quali quelle di un fiume carico di sedimenti che sfocia in mare.

106
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14.1 1 Pennacchi
14.1.1 I Pennacchi Caldi

Si analizzano in dettaglio i Pennacchi Caldi (si veda figura

14.3) per i quali:

1. 'evoluzione del Pennacchio ¢ governata da un meccanismo

di autoalimentazione (feedback)

TN

9<1>

aldi.

2. e nece ‘dell’equazio-

ne di ¢ di Boussinesq.

W
L
L
V

1
PP 77777 T7 77 2777777777777 777777777+ ¢

Figura 14.3: Descrizione grafica del moto di un Pennacchio Caldo tipo Termica. Adattamento da
Tennekes & Lumley (1972).
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14.1.2 Le equazioni
L’approssimazione di Boussinesq consiste nel sostituire p=py

in tutti 1 termini dell’equazione del moto tranne che nel ter-

mine gravitazionale in cui invece si usa l’equazione di stato

linearizzata:

o= pll— (T - 7o) (14.1)
in cui 7g=temperatura di riferimento, py=p(7 ) =densita a 7
e = —; (%)P:CO% — coefficiente di dilatazione isobara.

Tale approssimazione vale per piccoli valori del numero di
Mach e per piccole variazioni di densita [(p — po)/po < 1].
Utilizzando la pressione dinamica media Py invece di quella
totale P ed ipotizzando il mezzo gassoso (o = 1/7) l'equa-
zione di Reynolds diventa:
oV, Oww,) 10P Vi (T)—T
0z i <8:Uj]> i 0o 0x; a V@x? —g< >To :

‘/j 52'3 = 0.

(14.2)
A questa si aggiungono 1'equazione di continuita e 'equazio-
ne di trasporto di (7):

oV
— L = 14.
o 0 (143)
OT) O(bv)) 0°(T)
- _ - 4.4
Vi 0z + 0z K 83:? 0 (14.4)

dove 0=fluttuazione turbolenta di 7 e K=diffusivita termica.

1l termine diffusivo proviene da un legame costitutivo noto
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come Legge di Fourier (Qerm. = —K V(7)) analoga alla legge
di Fick (1.5).]
In linea di principio ¢ ora possibile ricercare una soluzione

autosimilare con la stessa procedura usata per 1 Getti Freddi:

1. semplificazione delle equazioni tramite I'analisi degli o.d.g.

(si vedano le scale di figura 14.3);

2. definizione di soluzioni autosimilari del tipo:
Wir, 2)=Wou(2)f(n), —(vw)=W;(2)h(n), (14.5a)

(T)r, 2) =Ton(2)F (), —(00") =Wy (2)Tyn(2)H (n), nzl[z) (14.5b)

3. sostituzione nelle equazioni semplificate e determinazione

Ma, sapendo che la forma trasversa delle soluzioni e di tipo

gaussiano, si analizza in maniera semplificata la dipendenza da

2 Ccloe:

1. si deriva dalle equazioni approssimate una legge di conser-
vazione (simile alla OM/0x = 0 dei Getti) che funga da

vincolo per determinare la dipendenza da z delle grandezze;

2. 81 usano considerazioni dimensionali per esplicitare la di-

pendenza.

Dall’analisi degli 0.d.g. di (14.4) si ha I'equazione approssimata:

A(T) ANT) 19(r{v'6))
or W 0z +fr or

v

=0 (14.6)
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che usando 1'equazione di continuita assume la forma conser-

vativa:
ArV{(T)) OrW(T)) 6’(7“(2}/9))
or i 0z i or

Integrando su 0 < r < oo l'equazione approssimata (14.7)

— 0. (14.7)

si ottiene il vincolo cercato secondo cui il Flusso di Galleg-

giamento specifico

1
BE/gAdeQ, con Ap=p,—p e [B]=L*T7? (14.8)
pJo

non dipende da z. Infatti considerando il caso caso dei Pen-
nacchi Caldi risulta, utilizzando 'approssimazione di Bous-

sInesq con pg = P, per cul

1/p~1/pae Ap = po—pall —a({T) = Ta)] = a({T) = Ta)pa
e utilizzando 7, come temperatura di riferimento:

BN/ga paWdQ—goz/W VO (14.9)

circa g x portata volumetrica del Pennnachio]. Quindi

AV(T))  AGWIT) Olr(i6)

0:/0 or 0z or dr =
=[r (VT )+(0))] "+ ;Z / AT )dr—ﬂaz / W(T)dQ (14.10)

cioe per i Pennacchi non vale OM/0x = 0 ma 0B/0z = 0.
Si procede utilizzando 'analisi dimensionale e riconoscendo

che, essendo W, = Q; = = 0, tutte le grandezze di moto

possono solo dipendere da BZ-, 2, V:

Wo=Wu(B;, z,v), Q=Q(B;, z,v), M=MB;, z,v).(14.11)
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Quindi W, si determina usando la coppia di base (B;, 2):
BY3,2/3

W, = Bil/gz_l/?’f(Rz) dove R, =—— (14.12)
v

Per R, > 1 (cioe per z > v*/?B; Y *} il Pennacchio turbo-

lento e pienamente sviluppato e si ipotizza che non ci sia piu

dipendenza da v ossia da R.. Per tali condizioni si trova:

B;
2

1/3
) per z>> 2B 12, (14.13)

=11

Analogamente si trovano le soluzioni per () e M:

Q = 0.15(B;2°)"3, M = 0.35(B2*)*? per 2> 142B; 2
(14.14)

cioe sia 0Q)/0z che OM /0z crescono con z.

OM /0z > 0 e dovuto al fatto che si ha conversione di energia

potenziale di galleggiamento in energia cinetica.

Infatti analizzando la componente z dell’equazione di Rey-

nolds semplificata:

oW oW  19(rivw))  (T)

W4 gl = 14.1
V@T +W8z+7° or gTo 0 (14.15)
sl nota come
2 T T
62: X g<TO> ossia W? o /g<70>dz. (14.16)

Infine e utile definire il Numero di Reynolds del Pennacchio

Rp confrontando le espressioni di () e M:
1/2

B,
Rp =~ s = 0.557 (14.17)
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cioe Rp ¢ una costante del moto.

14.1.3 1 Pennacchi Freddi e la Stratificazione dell’Ambiente
Nei moti dei Pennacchi Freddi risulta Ap # 0 anche se
AT = 0. Un caso classico e relativo all’evoluzione di masse

‘d’acqua dolce’ in ‘Ambienti Salati’ (acque marine). Per questi:

1. 'evoluzione ¢ governata da un meccanismo di autoalimen-

tazione in cul il gradiente di salinita AS prende il posto di

AT: Ap\
AS/ AW

N~

Figura 14.4: Processo di autoalimentazione per i Pennacchi Freddi.

2. la stratificazione dell’Ambiente e fondamentale perche ridu-

ce il mescolamento verticale. Infatti, la turbolenza deve compie-

re del lavoro per far salire fluido denso e far scendere fluido

leggero [meccanismo simile a quello descritto dalla (14.16)].

L'importanza della stratificazione dell’ Ambiente/Galleggia-

mento rispetto alla convezione e misurata dal Numero di

Richardson: ga-

(14.18)

in cui il segno meno e introdotto perche negli Ambienti

stabilmente stratificati risulta % <0 cioe R;>0.

Gli Ambienti Stratificati sono classificati come segue:
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R{< 1 | Debolmente Stratificato | si trascura la stratificazione

I1<R; <5 Stratificato /

R;>5 | Fortemente Stratificato si incontra di rado

14.2 1 Getti Galleggianti
Come gia detto si tratta di moti a T.L. in cui M; # 0e B; # 0.

Si studia il moto in condizioni semplificate cioe ipotizzando che:

1. 'asse longitudinale del Getto sia verticale;

2. 11 moto sia pienamente sviluppato per cui le variabili di mo-

to non dipendano da v ma solo da M;, Q);, B; e z.

Come per 1 Pennacchi si usano argomenti di analisi dimen-

sionale e, in analogia a Ly, = 1/{); = Qi_ i introduce la scala

M;
di lunghezza: M
Lp= 3/2 con Lg > L. (14.19)
b;

In prima battuta si trascura la dipendenza da (); e si sceglie

come base dimensionale la coppia (M;, B;) per cui:

ZBZ-l/2

3/4
1

Wm — Mz'_l/4Bi1/2f

ossia W, = M./ B/ Qf(Z). (14.20)
B

[espressione esatta della funzione f(z/Lpg) si ottiene con-

siderando separatamente i due limiti B; — 0 e M; — 0 ossia
2L Lpez> Lg:

e limite B; — 0: il Getto Galleggiante tende al comportamen-
to di un Getto = W,,, deve essere indipendente da B;.
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Cio si impone richiedendo che in (14.20) non compaia pit B;:

—1
. B} M} L
W, = ey M VABH? *’;\4;/4 =cy— :cMWifperz<<LB

(14.21)

che ¢ una relazione tipica dei Getti (si vedi 12.24).

e limite M, — 0: il Getto Galleggiante tende al comportamen-

to di un Pennacchio = W,,, deve essere indipendente da M.

Cio si impone richiedendo che in (14.20) non compaia piu M;:

1/2 —1/3

2B; B\ /3
M-?’/4 =cp (Z> per z>Lp

Wn=cpM; B}

(14.22)
che & una relazione tipica dei Pennacchi (si veda equazione
14.13);

Riassumendo si puo affermare che il Getto Galleggiante si com-

porta come un Getto in prossimita dell'immissione (z2<Lp)

e come un Pennacchio molto distante dall'immissione (z>>Lp).

Nella regione di transizione Lj; < z < Lp il comportamento
¢ quello piu complesso di un vero Getto Galleggiante cioe per

cui contano sia M; che B;. Piu in dettaglio:

ese Ly ~ Ljs il Getto, con moto turbolento pienamente
sviluppato per z > L, =~ Lp, si comporta da Pennacchio

gia vicino all'immissione;
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e se invece Ly < Lp si ha per z crescente una regione di
moto non sviluppato (z < Ljy), una regione di Getto Sem-
plice (Ly; < z < Lp), una regione di Getto Galleggiante
(z > Lp) e una regione di Pennacchio (z > Lp).
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Per analizzare in dettaglio il regime di Getto Galleggiante

si reintroduce la dipendenza delle variabili di moto da @); e si

definisce il Numero di Richardson del Getto Galleggiante:

Qi Bi1/2 Qz 1/2
M.l/Q) (M3/4) M.5/4
per cui per Rg =~ 1, cioe L ~ Ly, il Getto Galleggiante si

Rg = —— =qu9= ( (14.23>

comporta da Pennacchio mentre per Rg < 1, cioe Ly < Lp,
si ha un comportamento pitt complesso.

Si separano 1 comportamenti asintotici del Getto Galleggian-

te nel regime intermedio sulla base dell’andamento di Q* cioe

di Q/Qp.

Poiche Rp di (14.17) e costante esso puo essere scritto in

funzione delle variabili di ingresso:

QrB"” 5/4 1o—1/2 Rg _ Qi
RP_W — Qp=RpM; "B, e anche Ro~Op
(14.24)

1D quindi possibile definire la portata adimensionale

Q Q Qz Q Rg
Q — —(14.24)—
QP Qz QP Qz RP
e, usando le (14.14)-(14.17)-(14.19), la coordinata verticale

adimensionale z* [Verificare per esercizio]:

(14.25)

" z z Ra 0.15
= 2O G Coro— 2 ~0.95.
“ T RpLp MTYTLO R, N 0.35

(14.26)
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Specificando (14.25) ai regimi di Getto Semplice e Pennacchio:
e Getto Semplice. In questo caso, ricordando la (12.25),

risulta che Q/Q; = 0.25x/Ly; per z < Lp e quindi,

sostituendo nella (14.25):
* Q RG Z RG * %
— Y7025 T = = 1; (14.27

e Pennacchio. In questo caso dalla (14.14) e dalla (14.23):

Q 0.15B7%3 015 2B 0.15(2')5/3

Q; o RgBl-_l/ZMZ-S/4 o Ro (Mz'5/4/Bz'5/6> —(14.19>_RG fB

per cui sostituendo nella (14.25):

0 — Q Rg_0.15 ( z )5/3RG:0.15( 2 )5/3 5/3
Q:Rp Rs \Lp) Rp Rp\Lp

(14.28)
Nel grafico bilogaritmico seguente sono riportate 2 rette con

pendenza 1 e 5/3 per i 2 regimi asintotici: per Rg/Rp > 1/2
il getto si comporta da Pennacchio mentre per Rg/Rp < 1/10

oy —1n Getto Semplice. La regione di passaggio
e

ne di Getto Galleggiante.

Ry =055
¢, 0254
100¢ E|
[ PENNACCHI £ |
10 \ =
£ ]
Aﬂ 1
10k _
r R _ -
Fo=%=v2 --- o
[ Rp 5
2
AL
?




15 IL MESCOLAMENTO NEGLI ALVEI
NATURALI

[ fondamenti teorici finora sviluppati trovano applicazioni im-
portanti ai problemi di mescolamento che avvengono in corren-
t1 fluide naturali. In particolare in un alveo fluviale il traccian-
te immesso nel punto di scarico si allontana e si diluisce sotto
'azione di convezione, diffusione (molecolare e turbolenta) e
dispersione.

Questi fenomeni sono piu facilmente quantificabili se ci si

riferisce ai vari regimi che caratterizzano il mescolamento.

La geometria di un alveo fluviale ¢ caratterizzata da 3 scale:

/_\_/\
/_\_/\
Y <b< A

e 1 regimi del mescolamento si deﬁmscono confrontando la

dimensione (I, £) della nuvola di inquinante con tali scale.

V AN

Campo vicino Campo intermedio  Campo lontano

Il tracciante tende ad occupare in primo luogo la profondita
e finche cio non avviene si ¢ nel regime di Campo vicino
(I, L < Y). Quando la nuvola ha coperto tutta la profon-
dita ma non tutta la larghezza si parla di Campo interme-
dio (Y < [, £ < b) e quando ha coperto tutta la sezione di
Campo lontano (I, £ > b).

117
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In funzione del regime si possono usare diverse approssima-
zloni:
1) Campo vicino: x < z(l[,L=Y)
Finche il mescolamento verticale non e completo il tracciante
ha dimensioni inferiori alla scala spaziale lagrangiana L che
in questa geometria coincide con Y. Quindi non si ¢ abba-
stanza distanti dal punto di rilascio perche le particelle abbia-
no perso memoria della loro velocita iniziale (Lezione 7) =
non e teoricamente giustificabile 1'uso dello ‘schema
diffusivo alla Fick’ in cui [si veda (8.5)]:
r 0C

T _
q; = _Djkaxk

con D' indipendente dal tempo.

ovvero q' = -D'.VC (15.1)

Ma 'uso pratico di tale schema e molto efficace anche nel

Campo vicino e, quindi, si adotta tale schema e si ipotizza

di poter usare 'equazione di convezione-diffusione (8.8):

oc  oC  9C IC 0 (DT{?(J) 6‘(DT80) 5‘(DT80)

ot ar o, ™o 0l au T oy \Pr 9y 02D 62
(15.2)

in cui il campo di velocita mediae V = (U, V, W) e la diffusivi-
ta turbolenta ¢ D! = (DI, D', y, D) con |D?| &~ 107°m?/s.
La (15.2) puo essere semplificata introducendo, in primo

luogo, l'ipotesi di moto unidirezionale:

V = (U, V,W) = (U,0,0) (15.3)

che determina l'elisione dei termini convettivi.
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Se a questa ipotesi si aggiunge quella di sorgente puntuale

(in @) e stazionaria (0C(xy) /0t = 0) si ha un’ulteriore sem-

plificazione:
U <
0 oCc\ 0 oCc\ 0 oC
DT ) DT ) (DT )
0:1:( tox 6’y( Yoy) 0z 0z
J\/\ (15.4)

Una semplificazione ancora maggiore si ha nel caso di una

sorgente lineare (lungo y) trasversa e stazionaria:

s, oC\ 0 oCc\ 0 oC

— D! )z D} (DT )
( 0y( Y (9y) 0z\ ~ 0z

(15.5)

2) Campo intermedio: x(L=Y) <x < z(L =)
In questo caso si ha il completo mescolamento verticale cioe

(L >Y) e, quindi, e lecito anche teoricamente 1'uso dello

schema diffusivo di Fick. Due sono le semplicazioni proposte.

Nel caso di sorgente lineare verticale e stazionaria e possibile

semplificare la (15.2) osservando che:
2 |

0 oCc\ 0 oc\ 0 oC

DT ) (DT ) (DT )

&C( Yo0x) 0z 0z) oy\ Y Oy
(15.6)

Ma una semplificazione ancora piu efficace si ottiene osser-

vando che in questo regime C' ha debole dipendenza da z

e, quindi, e opportuno usare un’equazione di convezione-diffusione

ottenuta integrando la (15.2) in z.
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3) Campo lontano: =z > x(L£ = b)

Si e raggiunto il completo mescolamento sulla sezione =

(' dipende debolmente da y e z = si usa un’equazione di tras-

porto ottenuta integrando la (15.2) sulla sezione cioe in y e

Z.



16 IL CAMPO VICINO: SOLUZIONE
PER SORGENTE LINEARE

Si sceglie di iniziare 'analisi del mescolamento in Campo vi-
cino usando lo schema di sorgente lineare perche ammette
una semplificazione superiore rispetto alla sorgente puntuale
[si confrontino (15.5) e (15.4)].

Quindi, nell'ipotesi di alveo di larghezza b si studia il mesco-
lamento di un tracciante emesso da un diffusore lineare posto
trasversalmente all’asse del fiume. Questo e schematizzato co-
me una sorgente lineare e stazionaria di intensita M /b e posta

alla quota zy |si veda soluzione (4.12)].

Gli obiettivi dell’analisi sono:
1) Determinare la distanza Ly dalla sorgente a cui C' e unifor-
me in verticale;
2) la dipendenza di Ly dalla quota zy.

Prima di procedere all’analisi formale basata sulla soluzione
dalla (15.2) con opportune semplificazioni si stima il tempo Ty

necessario per il completo mescolamento verticale.

121
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Trascurando gli effetti convettivi (il moto medio trasporta
a valle la nuvola) il tempo Ti, puo essere stimato osservando
che il mescolamento ¢ dovuto alla dissusione turbolenta (D <

ID'1) e che Tj & proporzionale a Y [si veda anche (9.2)]:

Ty = f(Y,D!) con D! =,0=uY, [DI]=L*T"
(16.1)
Quindi, usando la formulazione di Elder [(10.8)-(10.9)] per
la DI e il Teorema IT:
Y? Y
DT "V 0.067u,

Ma in un corso d’acqua naturale

va

(16.2)

Im<Y <10m, U= 1ms_1, uy = 0.1ms ™+

Y (1-10)m
0.067u,  0.067(0.1ms™!)
che rappresenta il limite inferiore per la validita teorica dello

— Ty~ ~ (1-10)10%s 2 (10°=10%)s

‘schema diffusivo alla Fick’, cioe per t < Ty lo sche-
ma non e teoricamente accettabile (si veda introduzione alla
Lezione 15).

Sulla base di risultati pratici lo schema viene comunque usato
e si semplifica la (15. 2) usando le (15.3) e (15.5):

76‘2 —I—UaO C d (gq )—F
ot ox &y az 0z

d/0t=0 (15.3) (15 3) 15 5) 15 5)

(16.3)
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Quindi 'equazione da risolvere é:

oC 0 (DTac)

U (16.4)

Oxr 0z\ 70z
Di questa si trovano due soluzioni di complessita crescente:
a) Modello a coefficienti costanti

In prima approssimazione di ipotizza:
U(z)=U, DI z)=D! con U, D! =mediesuY
e, quindi, che la (16.4) si semplifichi nella forma:

U—— =DI"—. (16.5)

Questa ¢ del tutto simile all’equazione (2.4) che governa il pro-
blema di pura diffusione molecolare 1D. L'unica differenza ¢
che qui al membro di sinistra compare U invece che 2 o ¢ cioe
la variazione di C' in una distanza pari a * = Ut. Quindi,
utilizzando x /U invece di ¢ nella soluzione fondamentale

(2.8) si ottiene, in completa analogia [si veda anche (4.12)]

C' —(z__Z%22U
Tt (16:6)

Coolz, 2) =

dove la costante C ¢ messa in relazione all'intensitd M del-
la sorgente imponendo che la portata massica per unita di

larghezza alla sezione generica sia pari a M /b:

/ T O Udz = M )b, (16.7)
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Ma

00 00 01 _(Z__Z%z?U B
[xviz=vn] _prame ™ U=

C' o0 o - _
- BT /_ e [ADTz/UdX = C1U. (16.8)

Quindi, confrontando (16.7) con (16.8) si ottiene C; = M /bU

cioe [si veda anche (4.12)]

M _e=)’0
C, = ____¢ lr 16.9
bfArDT U (16:9)

La presenza della superficie libera a z = Y e del fondo a
2z = 0 si mette in conto tramite il Metodo delle sorgenti
immagine. Quindi, la condizione di flusso di massa nullo ai

contorni

0C 0C
0z 0z

si impone introducendo delle sorgenti fittizie che bilanciano il

(z=0)=

(z=Y)=0

flusso di massa di M /b attraverso i contorni. Tramite una
procedura analoga a quella usata per ottenere la (3.10) si

ottiene

C(x,z2) = > Cyolx, 2 £ 29+ 2nY). (16.10)

n=——oo

Come gia ricordato il decadimento esponenziale di Cy, fa si

che 1 contributi delle sorgenti con n grande siano trascurabili.

Si e soliti rappresentare I'andamento della soluzione nel piano
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verticale tramite una formulazione adimensionale ottenuta con:
C M M T z
C'=—, Oy=—==——, 2°== __ =
M UY?/DT 1%

(16.11)

Sostituendo le (16.11) in ogni contributo C,, della (16.10) si

ha un risultato simile a quello qui riportato per n = z5 = 0:

CrC =

Mo M e
=0 T Py 0

1 (Z*)2
— C;(m*,z*):\/me_%* (16.12)

Con questa soluzione adimensionale ¢ possibile visualizzare

la soluzione totale in maniera indipendente dalle scale del pro-
blema. Dalle figure 16.1 e 16.2 si possono desumere alcune utili

informazioni:

1. per z5 = 0.5 la distribuzione verticale di C* ¢ simmetrica;

2.1l picco di C*, che per X* = 0 ¢ in corrispondenza della
sorgente tende a spostarsi verso il fondo se 0 < z5 < 0.5
(cioe se la sorgente ¢ posizionata al di sotto di Y/2) e verso

la superficie libera se 0.5 < 2§ < 1 (cioe se la sorgente ¢
posta al di sopra di Y/2).
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Questi comportamenti sono indotti solo dagli effetti di bordo

al contorni z5=0, 1.

Ricordando che lo scopo finale dell’analisi e la stima del-
la distanza Ly dalla sorgente a cui si ha completo me-
scolamento sulla verticale si introduce il Parametro di
Mescolamento P,,(z*): O (ot

P (z") min(T")
Cmaa:<x*)

Per cui si ha completo mescolamento dalla sezione x* da cui

Crin(27) & Cpez(2’) = Pp(z") =1

Poiche la condizione P, = 1 si raggiunge solo per * — 00
(si veda figura 16.3) si usa la seguente definizione operati-
va di Lvi

Ly = x(P,, = 0.98). (16.13)

Dalla figura 16.3 si nota che per x* fissato P, € massimo per

2y = 0.5, cioe zp = Y/2 ¢ la quota per mescolamento

ottimale. Inoltre il valore P, = 0.98 si raggiunge a ™ ~ 0.134.
Quindi, dalla definizione di Ly e usando le (16.11):

0y’ 0y?

z zZ

L (ZO—Y/Q)E ( —098) (16.11)—

Analogamente per sorgente al fondo (cf. figure 16.1a e 16.3):
UYy*
DT

z

2" (P, =0.98) = 0.536 = Ly(20=0) ~ 0.536
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Figura 16.3: Grado di miscelamento in funzione della distanza a valle di una sorgente (lineare)
distribuita nel modello a coefficienti costanti. La sorgente localizzata alla quota (adimensionale) zg.

Sopra la scala per x* ¢ lineare, sotto logaritmica.

Cioe per 0 < zp < Y/2 risulta

Uy?
Ly = (0134 — 0.336 )" (16.14)
(20=Y/2) (20=0,Y) Z

Quindi, ricordando la definizione (16.1) di DI si ha:

UY? (0.134 —0.536)UY? U
Ly ~ (0.134—0.536)—=— = — (2—8)—Y
v >D§ 0.067  wuY ( )u*

L U

F=(2 - 8 )—

Y (20=Y/2) (20=0,Y) Usx
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Poiche per alvei naturali 10 < U /u, < 20 risulta:

Ly=( 20 — 160 )Y. (16.15)
(20=Y/2) (20=0,Y)

b) Modello a coefficienti variabili (in z)

[’equazione (16.4) 30 0 (DTﬁC)
8:1: " 027 02

viene risolta ipotizzando una forma specifica di U = U(z) e

DT = DI(z). In particolare, ricordando i risultati relativi

alla dispersione di Elder [lezione 10 e, in particolare, equazioni
(10.4) e (10.6)]

U(z) = “*m( Z) DT = ku,z (1 - ;) (16.16)

K \%
con z =livello di riferimento (scabrezza del fondo per alveo

scabro oppure v/(20uy) per alveo liscio).
Si confronta la soluzione C' con quella del modello a coeffi-
cienti costanti (16.10) in funzione della quota zj e per scabrezza

fissata cioe per coefficiente di resistenza C'y prefissato in cui

Uy \ 2
cr=(p)
Alveo Scabro | Alveo Liscio
e dove U /u > 5 < 30
Cy < 0.04 > 0.001

La figura 16.4 riporta il confronto tra la soluzione a coefficienti

variabili (in alto) e quella a coefficienti costanti (in basso) nel
caso di alveo scabro per C'y =~ 0.037, U/u* ~ 5.16, z5 = 0.35.
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Figura 16.4: Confronto fra i profili di concentrazione nei modelli a U e DI costanti (- - -) e variabili
(—) con Cf ~ 0.037.

Per alveo scabro 1 risultati delle due soluzioni sono molto simili

ma il picco di concentrazione ¢ piu spostato verso il fondo nel

caso di soluzione a coefficienti variabili. Questo induce a stu-

diare 1 meccanismi che determinano la quota di C),4..
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1. Nel modello a c.c. 'accumulo di C' ¢ dovuto solo alle con-

dizioni al contorno [nota dopo equazione (16.12)] = per

simmetria il mescolamento e massimo per zp = Y/2;

2. nel modello a c.v. ¢l sono altri 2 meccanismi.

Effetto di D! (z)

Dalla (16.16) si osserva che DY essendo parabolica, ¢ sim-

metrica in z. Quindi se:
a) la sorgente e sopra Y2 [(Crar)>2(Dnar)=Y/2

si ha maggior diffusione per z < z(Cuz)

—> (' decade piu rapidamente in z < z(Cjq) cioe
oC . [9¢
02 l2<2(Crpay) 102
—>  (Caz Sl sposta verso z =Y.

b) la sorgente ¢ sotto Y2 (Chaw)<z(Dna)=Y/2
avviene il contrario = 4, Sl sposta verso z = 0.

Effetto di U(z)

Dalla (16.16) si osserva che U(z), essendo logaritmica, e
2t _z2=Y V¥

asimmetrica in z.

—> si ha un ridotto trasporto vicino al fondo, | - X .

—> accumulo di C' sempre verso il fondo.

e
In definitiva, se il trasporto convettivo non e trascurabile ri-

spetto a quello diffusivo (U = 0, caso raro), C,q. Si sposta

sempre verso il fondo:  [2(Chee)]., < [2(Crnaz)],..
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Questi effetti sono importanti sia per determinare Ly (16.13)

che la quota di miscelamento ottimale definita come
(20)ott = 2o(tale che Ly € minima)

Si e visto che nel caso di modello a coeflicienti costanti
risulta:
(Zo)ott — Y/ 2
mentre per il modello a coefficienti variabili, poiche C,,,,, migra

sempre verso il fondo, risulta (zp). > Y/2 e crescente con C

(si veda figura 16.5):
0.65

/-
//
/ \
0.60 e
/ modello a c.v.
0.55 yd
(28)ott mode% a c.cC.
0.50
0.45
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30

f=28Cy

Figura 16.5: Andamento di (z). di scarico nei modelli a c.c. e a c.v., in funzione di f = 8C}.

Alveo Liscio | Alveo Scabro
(ZO>0tt 0.53Y 0.64Y

Ad esempio

Infatti per scabrezza del fondo crescente il profilo di velo-
cita (16.16) diventa sempre piu piatto e asimmetrico = cre-
scente accumulo di C' al fondo (si veda figura 16.6) = per

ottimizzare il mescolamento occorre tirare sempre piu su zj.




Lisclo U/l = 28.23
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Figura 16.6: Linee di isoconcentrazione nel caso del modello a coefficienti variabili (— C; =
0.00125, U/u, = 28.3; - - - Cy = 0.0375, U/u, = 5.16).

Se si posiziona la sorgente a zg= (zo)o il valore di Ly |qui
(P, =0.8)] fornito dai due modelli & molto simile (si veda
regione 1 di figura 16.7). Mentre se g = 0 0 2y &= Y il modello
a c.c. sovrastima Ly di circa il 15% rispetto al modello a c.v.
—> conviene stimare (2g)o¢ con il modello a c.v. e, quindi, Ly

con il modello a c.c. (pitt semplice) tramite la (16.14).

1.0

o

0.0 K

0.00 0.05 0.10 0.15,.0.20 025 0.30

Figura 16.7: Confronto fra le distanze necessarie al raggiungimento di un grado di miscelamento 0.8

nel modello a c.c. (—), in quello a c.v. liscio (- - -) e in quello a c.v. scabro (- . - . -).



17 MISCELAMENTO VERTICALE A
VALLE DI UNA SORGENTE
PUNTUALE

E il caso di figura qui sotto e si distinguono due condizioni:

Campo vicino

1) Sorgente stazionaria (M =cost)
Come per la sorgente lineare si cerca di semplificare 'equa-
zione di convezione-diffusione generale (15.2), in questo caso

usando le (15.3) e (15.4):

%) oC C (ONNG, oCy\ 0 oCc\ 0 oC
) 2
78275 " ox +J/?9y+ 0z Oz " ax)_kay( Y (9y)+82 © 0z
0/0t=0 (15.3) (15.3) (15.4)

(17.1)

Quindi I'equazione semplificata e
o0 (00 (100
or Oy\ Y0y 0z 0z
di cui si studia la soluzione nel caso di coefficienti costanti:

U=U, D,=D,, D.=D..

Per cui '’equazione da risolvere ¢

oC  _,0°C _.0%C
—— =DI"— 4 DI"—
U@:E Y oy? L 072

135
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La soluzione per sorgente di intensita M posta in (z,y, 2) =
(0,90, z0) si ottiene dall’analoga soluzione (16.9) valida per

sorgente lineare trasversa [si veda anche (4.12)]:

_ 9~
_ (z—zo)2U _ (?/‘}JO) U
Cl 4D;x 02 4Dgx

= — —C = =€
) J4r DTz /U \/47rDyT:13/U

Diffusione verticale

Cool2,y, 2

Diffusione trasversale

Nella (16.9) si ¢ calcolata Cy imponendo [ CyUdz = M /b.
Qui, imponendo che la massa di soluto immessa ¢ Mdt =
Mdz /U [si veda anche (4.11)], si calcola la costante C;Cy:

M :/ / C100 Udydz — (Per esercizio) — Cl CQU — Cl CQZM/U

Da cui
(Z_Zo)2 (y_yo)Q
DY)

M -4 M
COO v U © ) S — S ) )y <)
Y= DT, i [DIDT, V9 2)

Come al solito la soluzione in un dominio limitato si ottiene

usando il metodo delle sorgenti immagine. In questo
caso il dominio ¢ limitato in z = 0 (fondo), z = Y (superficie

libera) e y = 0, b (sponde):

M
Clr,y,z) = —— (o, y)G(x, 17.2
dove
Flo,y)= S Chlw,ytyot+2nd),Glz,2)= ¥ Cil(x, 2tz0+2nY).

La soluzione (17.2), in forma adimensionale, ¢ illustrata in

figura 17.1 per sorgente posta in (xg, yo, z0) = (0,b/2,Y/2).
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0.4+ S ]

(N
Sl

0.3

0.2

0.1

O L

Figura 17.1: Distribuzione delle linee di isoconcentrazione nel piano y = 0.50 per una sorgente

puntuale localizzata, con yj = 25 = 0.5 e b/Y = 50. Si assunto inoltre DyT/DzT = 2.

Confrontando con ’analoga soluzione per sorgente lineare, tra-
sversale posta in (zg,29) = (0,Y/2) si osserva (cf. figura
16.2):

e a parita di M la sorgente puntuale determina valori di C"*

molto maggiori di quelli dovuti alla sorgente lineare.

x* | Sorgente puntuale | Sorgente lineare

Ad esempio: | 1072 100 4
1071 30 1

e il completo mescolamento verticale avviene sempre per x* =
0.134, cioe per x* > 0.134 il profilo verticale di C™ e

uniforme (per C* = 25);

e la differenza sta nel valore assunto da C* in z* = 0.134:
C* = 25 per la sorgente puntuale e C* = 1 per sorgente

lineare. (Questo dimostra che non si e ancora raggiunto il



CAPITOLO 17. MISCELAMENTO VERTICALE A VALLE DI UNA SORGENTE PUNTUALE138

completo mescolamento trasversale che avviene dove C*~1
cioe per x* = 100.
2) Sorgente non stazionaria

La non stazionarieta impone di considerare nella (17.1) anche
la diffusione longitudinale, cioe non vale la (15.4). Quindi la
soluzione a coefficienti costanti deve includera anche DX

U-0U, D"=(D',DI, D).

La soluzione del problema associato ad un’immissione istan-
tanea di M in (0, yp, zo) si ottiene in analogia alla soluzione di
pura diffusione 3D descritta dalla (3.14). L'unica differenza sta
nel fatto che, essendo la convezione uniforme, e possibile usare
un sistema di riferimento in moto a velocita U e considerare il

problema come se 'immissione avvenisse in (Ut, 4o, 20):

) r—Ut)2 — Yo 2 2—2Zp 2
/\il _ 6(4le2 +(ZD§F; +h . (7.3)
(4m)3/2 [ DIDIDT

Da cul la soluzione in dominio confinato tramite il metodo

Coo(, 1, 2)=

delle sorgenti immagine.

Osservazioni:

1. la (17.3) rappresenta bene C' solo finche la nuvola di trac-

ciante e confinata al centro del canale;

2. quando la nuvola raggiunge il fondo l'ipotesi U = U non
e piu valida perche vicino al fondo U ~ 0 = si ha una
riduzione del trasporto convettivo = C aumenta vicino

al fondo.
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17.1 L’effetto di Ap sul mescolamento verticale

Come gia visto in Sezione 14.1.3 la stratificazione dell’Ambien-

te tende a sopprimere 1 moti turbolenti cioe a ridurre il

mescolamento verticale del fluido. Tale riduzione e misurata

dalla riduzione di DT o ((w')?). Considerazioni teoriche e
sperimentali suggeriscono la seguente relazione:

D
(14 aR;)W!
illustrata in figura (17.2) per diversi valori delle coppie (a, b)

provenienti da vari studi teorico-sperimentali.
1.0 z 2=Y 4

DI =Dl (1+aR;)" = con a>0, b<0| (17.4)

0.8 - - - Munk & Anderson (1948). (a,b)=(10/3, -3/2)
— Schiller & Sayre (1975). (a;b)=(10/3,—5/4
-.-.- Officer (1976). (a,b)=(1,~-2)

Nws

0.6
DTs/D!
0.4

02 N U S

00 T s —— == = P =
0.0 05 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 Ap - U,p

Figura 17.2: Sinistra: illustrazione della relazione (17.4). Destra: definizioni per R; approssimato.

Negli estuari, la turbolenza generata al fondo dai moti mareali

e abbastanza forte da mescolare acqua salata e dolce in modo

che p cresca monotonamente con la profondita. Allora, ipotizzan-

do una distribuzione lineare di U e possibile introdurre una de-

finizione semplificata del Numero di Richardson (14.18):

o 9 gAY g A0 _ ()220
(%) pAUJY)E T (AU p p

Y
AUEU;up_U}ondOZUSupa Apzpsup_pfondoa ,OE(/Ode)/Y; FTYEAU/\/Q?



18 IL CAMPO INTERMEDIO: IL
MESCOLAMENTO TRASVERSALE

Raggiunto il completo mescolamento sulla verticale, C' dipende
debolmente dalla coordinata z = conviene utilizzare equazio-

ni integrate sulla verticale e considerare I'evoluzione di C"

z=h(z,y,t
z2| — ( y/)/ B 1 h(z,y,t)
/oy CE/ Cl(x,y,z,t)dz, Y=h—n
X /\/ Y 77<$7y7t>
= (18.1)

z=n(z,y,1)
Si ricordano solo i risultati principali della procedura di media

sulla verticale, gia illustrata nel corso di Idraulica Fluviale.

L’equazione di continuita
Integrando in z l'equazione V - V' = 0 si ottiene:

0 / 8U 6V 88W - / s 6h LU on

2 h@x "0x
Oh (977
o / Vs = V)5 V1,5 + V], =),

che viene semplificata usando le condizioni cinematiche valide

alla superficie libera z = h(z,y,t) e al fondo z = n(z, y, t)

O(h,n) O(h,n) O(h,n)
ot U Ox V) ax_[W](h p=0 (182)

e le definizioni 1 st
(U,V) = (U, V)dz. (18.3)

Y Joeya
Da cui 'equazione di continuita integrata:

8(UY)+8h oVY) an_oy;:h;n Y oUY) 9VY)

or ot or ot ot or T or "

(18.4)

140
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L’equazione del moto (componenti z e y)
Integrando in z le 2 componenti dell’equazione di Reynolds

oU U OU U Oh 0T, 0T, OT.
o Vo Ve, e T 9 e T ay o

Tensioni di Reynolds

oV OV OV OV Oh 0T, 0T, OT,
o Vo ey e T 99 e Ty o

Tensioni di Reynolds

Utilizzando la regola di Leibnitz e le condizioni (18.2):

(9U _oU —(9U Oh

b VT TE) o VT T+

oV  _oV _0V oh
ot "Var Ve, T gy
h n

1{0 8 _ t, —t
T3 {0:1;[ xy+T® Oy (yy+TyDy)}}+yY *. (18.60)

h
Oltre alle tensioni di Reynolds mediate T, 511/ / T:;dz(18.7)
n

s

* (18.6a)

compaiono le “tensioni dispersive”
zl z=h

\EA / U, v
\/%n ”_Y/ Vi—V)(Vi—V))d=  (1838)

generate dalle disuniformita verticali dei profili di velocita.

Nelle (18.6) compaiono anche la tensione esercitata (dal ven-

to) sul fluido alla superficie libera tif,y e la tensione esercitata

dal fluido sul fondo ¢] . La prima e solitamente trascurata e

la seconda si modella con leggi di resistenza (tipo Chezy).
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L’equazione di convezione-diffusione per C
Vista la debole dipendenza di C' da z si integra l'equazione di

convezione-diffusione 3D [si veda 'equazione (8.8)]
oc _oCc _oC _o0C 0 oc\ 0 oC\ 0 (,.p0C
D) ]

eV g, W ( ox c?y( Jdy) 0z\ ~ 0z

ot ox oy 0z Ox
che, usando la regola di Leibnitz e le condizioni (18.2) diventa,
in forma conservativa
8(C'Y) B(UCY) avey) o %/( +0C )] 0 %/( T(?(j )]
D 'l D 'l
ot ox Oy  Ox T Ox —U oy Y 0y -V
(18.9)

dove per i termini dispersivi

Lo T S
U=~ | (U= 0z V’C’E/ V —Vd»
[ w-o [v-v)

sl usa una chlusura di tipo diffusivo tipo ‘Legge di Fick’ [si
vedano equazioni (1.5) e (9.22)]:

oC c’?C‘
I/ /—Ki 1Y —
U0 =K, -V = yﬁy

con K,, K, = coeflicienti di dispersione laterale da stimare.

Per cui si giunge alla equazione in forma non-conservativa:

O a0 o0 1 r .
T Vy {033%/@ 0y%@~+f( C“
(18.10)

dove 1 termini _._ indicano diffusione turbolenta mentre quelli

. indicano dispersione.

E quindi chiaro che per determinare C risolvendo la (18.10)

¢ necessario conoscere o stimare sia (D}, D, ) che (K,, K,).
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Stima di D! e K,
Questi valori si ottengono direttamente dalla “Teoria di El-
der’ [si vedano equazioni (10.7) e (10.9)]:

D! ~ (2 -3)D! = (2 —-3)0.067u,Y, K, ="5.86uY

Stima di D, e K,
La determinazione di questi parametri e pit complessa e

connessa alla complessita del moto in un canale naturale.
Pennelli

- -
- -

oto Primario/Thalweg

U, V)

Moto Secondario
A
z

Sponda ~ Sponda
Esterna Interna

V'|z)

<
[
~

..>
—— ' -_>
.—>
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Il moto in un canale naturale e studiato come la sovrappo-
sizione di 2 componenti:
1. i1 Moto Primario o “Thalweg”
¢ il moto medio sulla verticale (U, V,0). E detto “Thal-

weg’ nel caso di fondo mobile;

2. il Moto Secondario ¢ la circolazione (U’, V', W') sovrappo-

sta al moto primario ed ha media nulla sulla verticale. Si

svolge nella sezione ortogonale al vettore (U, V) e nei

flumi, in cui tipicamente V' < U, avviene sulle sezioni

ortogonali alla direzione di U.

Fenomeni che influenzano DyT e Ky

a. variazioni trasverali di profondita Y = Y (y) (sezioni a for-

ma diversa);

b. variazioni di larghezza b = b(x) (restringimenti naturali o

pennelli);

c. variazioni di curvatura dell’asse della corrente

(a) le azioni centrifughe inducono vicino alle curve:

- elevazione della superficie libera alla sponda esterna;

- moto secondario verso 'esterno in superficie e verso

'interno al fondo;

(b) il moto secondario erode all’esterno e accumula sedimen-

t1 all'interno della curva = deformazione del fondo;

(¢) variazione meandriforme della curvatura.
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Stima di Dg
Ovviamente, come D! anche DyT scala con u, e Y, cioe:

DyT x u.Y ossia D!

y = auY

si determina « tramite esperimenti specifici.

Misure in canali rettilinei
Si utilizzano per ridurre gli effetti dei moti secondari e, quin-

di, rendere K, < DyT per poter determinare solo Dg . Ol no-

ti che nella (18.10) i due contributi compaiono insieme come

(DyT + K,) e, quindi, e difficile separarne gli effetti.
Gli esperimenti di Webel & Schatzmann (1984), effetuati in

canali rettilinei a sezione rettangolare, hanno mostrato che

(D, + K,) _ { a = f(Cy) (regime liscio)

(18.12)

uY a =~ 0.13 (regime scabro).

Poiche K, ¢ funzione del moti secondari mentre D; solo
della turbolenza cioe D] = D, (Cy), il fatto che D, + K,

dipende da C'y come Dg indica che effettivamente Dg > K,

cioe che la (18.12) ¢ in realta:

D, o= f(Cy) (regime liscio)
U Y a = 0.13 (regime scabro).
Dal punto di vista operativo
— o7

ad indicare ’anisotropia dovuta a macrovortici con dimensioni

trasverse maggiori di Y.
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Stima di K,

Si analizza l'influenza dei fenomeni (a), (b) e (c¢) su K,

Effetto di (a) (Y = Y(y)). Si misura D, + K, in canali a

sezione rettangolare e trapezia. Nei primi %1; = () viceversa

nei secondi 2 i Y —cost=£ 0. Per sezioni trapezie:

YA
Prthy 50 @ (prige
) Y

’LL*Y — y>t7“apezia

0.15< ~2(D,+K

y) rettang.

La dispersione K, dovuta a ¥ tende a raddoppiare DT
Effetto di (b) (b =b(z)). In canah rettilinei rettangolam con

pennelli artificiali risulta:

DI+K
0.30< 4 20,70 ciod (D, +K,)

U*Y pennelli

~4(D,+K

y) rettang.

S1 potrebbe anche calcolare la dipendenza di DyT + K, dalla
spaziatura d e dalla larghezza w dei pennelli.

Effetti di (c¢) (curvatura dell’asse). [ piu influenti:

- Curve a raggio R costante. L’effetto dei fenomeni cl e ¢2

=12
determina Ky 9 (Y) (U )

— . 18.14
uY R ( )

Uy
- Alvei meandriformi (R = R(s)). Gli effetti di c1, ¢2 e ¢3
determinano 2 parametrizzazioni
D,+K,
Us

0.3-0.4<

<0.8—0.9 (debole meandr.) (18.15a)

— 2
K, bY(U
U*Y—(O.3—0.9)<R) (u*) (forte meandr.)  (18.15b)

[Quest’ultima ¢ simile alla (18.14) ma con b al posto di Y]




19 MESCOLAMENTO TRASVERSALE:
SORGENTE LINEARE E VERTICALE

Si studia il mescolamento in campo intermedio indotto dal rila-

scio di una portata massica M attraverso una sorgente lineare,

verticale e stazionaria posta in y = yy. Per questo processo la
x /

portata specifica & = M/Y . /
Y / y
A~
/

Y=%Yo

Essendo il mescolamento verticale molto piu rapido di quello

trasversale si puo ipotizzare che la sorgente verticale sia genera-

ta quasi istantaneamente da una sorgente puntuale in (¥, 2p).

Cio si verifica confrontando i tempi di mescolamento Ty e Ty

Y? b’ Ty Y*D! 1\ /1
Ty= - T — == nr.r %():O()
T pr ST pr Tr 62 DT~ PP ™50/ 1000
1D quindi lecito considerare %C 0 ed usare 'equazione di

convezione-diffusione per C' (18.10) che, per la stazionarieta

della sorgente, si semplifica [si veda (15.6

)
0 00 1|0, Cl O -+ oC
% +U +V8y Y&I;_Y@x%Kx)aﬂjL&;MDﬁKy)aﬂ
(

(sorgente staz (sorgente staz.)

19.1)

Inoltre ipotizzando un alveo rettilineo a sezione rettangolare

molto larga (b > Y) si puo assumere che
(U, V)=~ (U,0) e Y =cost., U = cost.

147
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e anche che 1 moti secondari siano trascurabili
K, =0. DI =cost
Y ) (Y :

per cui la (19.1) diventa:

_oC _,.0°C
Us = Dgay? (19.2)

che e 'equazione del modello a coefficienti costanti.

Questa, a parte la variabile (C' invece di C'), & del tutto simile
alla (16.5), a sua volta simile alla (2.4) che governa la diffusione
molecolare 1D. Quindi la soluzione fondamentale [si veda

(2.8) e (16.9)] in dominio infinito e per yy=0 e&:

] = ' i
Colz,y) = T fe = /\il _e 4Dy | (19.3)
[ADT 2U Y \[4rDTxU

La soluzione valida in un dominio finito si ottiene imponendo

condizioni di flusso di massa nullo ai contorni y = 0, b tramite
il Metodo delle immagini [si veda (3.10) e (16.10)]:

Clz,y) = > Coolx, y £ yo + 2nb). (19.4)

n=—oo

Anche in questo caso si studia la soluzione adimensionale

ottenuta tramite le relazioni [si veda (16.11)]
MM :

: y
C"= C == S =—. (19.5
V=0 "ove “-owpr Yy 9

¢
Cor’
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Per cui sostituendo nella (19.3): w VR

M M P (Q;?V)
T T

— |CL (2", y") = \/Me 1z* (19.6)

che ¢ esattamente uguale (2* < y*) alla soluzione (16.12) ot-

tenuta per il mescolamento verticale = si usano 1 grafici

relativi a tale soluzione (figure 16.1 e 16.2).

In completa analogia al problema del mescolamento verticale:

i. si introduce un parametro di mescolamento sulla
Cmax(x*>

tale che P, ~1 per Cy,in =~ Chnae (completo mescolamento):;

sezione P, (z*):

P,(x")

ii. si definisce L7 in analogia a Ly cioe come la distanza in x
dalla sorgente a cui P,, = 0.98 e dalla figura 16.3 [si veda
anche equazione (16.14)]:

Ub?
Ly = (0.134 — 0.536) = (19.7)

(z0=0/2) (20=0,b) Y

iii. si stima Ly in funzione di b in analogia alla (16.15) ed
usando D] ~ 2D! e U/u, = 10,b/Y ~ 10
Ub®> _(0.134 — 0.536) U (b)b
DI ™ 0134w,

Lr=(0.134 — 0.536) =

— (1 — 4)100b=(100 — 400). (19.8)
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Nel caso di sorgente posta in prossimita di una sponda e uti-

le stimare la distanza longitudinale Lo che il tracciante deve

percorrere per raggiungere la sponda opposta (condizione im-

posta richiedendo P, &~ 0.06). Utilizzando il grafico di figura
16.3 s1 ottiene: B
) Ub2

Lo )

- Y
Ny 0.054 TUb
\J - b~0.25(10)(10)b =25

0.134u,Y

Chiaramente Lp > Lo perche prima che si abbia comple-

to mescolamento trasversale il tracciante raggiunge la sponda

oppostal

Il diffusore di larghezza finita
Tipicamente il mescolamento di un inquinante si ottiene

tramite un diffusore di sezione abbastanza ampia da permet-

tere una rapida diluizione = le approssimazioni di sorgente

puntuale e lineare non sono adeguate.

Si ottiene una rappresentazione migliore schematizzando il

diffusore di larghezza Lp come composto da /N sorgenti lineari

verticali. Se ogni sorgente posta in yy ¢ larga dyp e se M
e la portata massica totale, ogni sorgente lineare ha portata

massica dm tale che

Z b
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Quindi ogni sorgente contribuisce con dCy tale che [si veda
(19.3)]:

2,

dCy, = d?jz — e_(yd‘_gyT)“"U — Mdg;_o = 6_@;1)@/5)%(].
Y [4rDTaU Y Lp\4rD]xU

da cui la soluzione globale ottenuta integrando sulla lunghezza
Lp = (y0) fin — (40)in’
2

. d (yo) fin —40—@ yp)°U
M i / e dyo  (19.9)
Y Lp4rD] U Ji

Colz,y) = .
0)in

0, in forma adimensionale [si veda la (19.5)]

Wil (19.10)

— C*< > /yo e
vy LD\/47T.I' y

la cui integrazione e lasciata per esercizio.

Si noti che a parita di parametri, piu grande e il diffusore ri-

spetto alla larghezza del canale (Lp/b — 1) minore ¢ il valo-

re della concentrazione C* (perche fissata M questa & distri-

buita su un’area maggiore.
La soluzione in un dominio con contorni posti a y = 0, b si

ottiene tramite il metodo delle sorgenti immagine.
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Il modello a coefficienti variabili
Mentre nel regime di campo vicino il modello a c.v. era ba-

sato su profili noti di U e D! (Teoria di Elder di lezione 10)

questo non e possibile nel regime di campo intermedio per cui

non si_hanno informagzioni sufficienti su:
Y=Y(y), U=Uly), V=Wy), D,=D,(y), K,=K[y). (19.11)

Quindi si usa un metodo approssimato in cui la soluzione

si ottiene del modello a c.c. con K, o Dg pari ad un “valore

efficace” che tiene conto della disuniformita in y. [Viceversa,
se fossero noti i profili (19.11) si integrerebbe la (19.1)].
Come nel regime di campo vicino le differenze tra soluzione

a c.c. e soluzione a c.v. riguardano:
e la posizione (in y) di mescolamento ottimale: (vo)ort;

e la distanza di mescolamento L.

Modello a c.c. Se la sorgente e posta al centro del canale

(yo = b/2), Crax rimane al centro altrimenti si sposta

verso la sponda a cui la sorgente e piu vicina (effetto delle

condizioni al contorno in y = 0, b);

Modello a c.v. Sihaleffetto aggiuntivo di U(y) = Chrax

migra verso le regioni a bassa U = si sposta piu rapida-

mente verso le sponde rispetto al caso di c.c.

Nota: neil problemi di impatto ambientale ¢ necessario mini-
mizzare C' alle sponde (alta concentrazione di bio-organismi)

—> 'obiettivo non ¢ minimizzare Ly, ma trovare la yy per cui

C' & minima alle sponde.




20 IL CAMPO LONTANO:
MESCOLAMENTO LONGITUDINALE

Si realizza dalla sezione a cul 1l mescolamento trasversale e

completo. Una stima ¢ fornita dalla (19.8):
Ly & (100 — 400)b.

Essendo C' uniforme sulla sezione, cioe debolmente dipen-
dente da y e 2z si usano equazioni mediate sulla sezione. Queste

si possono ottenere mediando in y le equazioni gia mediate sul-
la verticale [(18.4), (18.6a), (18.6b) e (18.10)] e che definiscono

il problema del campo mtermedlo

/ o

2

Sulla sezione €2 la media di f(x,y, 2,t) ¢ definita come:

1 b2 rh 1 b2 _ by _
/ / fdzdy = / fYdy con Q= / Y (y)dy
Qo Jy /b —b1 (

20.1)

9/

|
]

In particolare

ﬁfUYdy @
B Q2 €2

Come nel caso del campo intermedio si derivano per sommi

capi le equazioni dinamiche.

153
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L’equazione di continuita

Si ottiene integrando in y la (18.4)

Loy oUY) OVY) 0 [ 0b, Ob;
= Ay =gy =—| Ydy—[Y ]l — [V ]
R e L [ TV S e

=9

0 (b2 _ _ Obs _ 0ob; - _

Tou UYdy=[UY], - = [UY], > +[VY], =[VY],
(=09)
[n questo caso i termini di contorno (a y = —by, b) si annul-

lano non sulla base di condizioni cinematiche tipo (18.2) ma
per le condizioni:

V]

U 0 (aderenza/impermeabilita) (20.2a)
Ob;  Ob,
ot Ot

Utilizzando tali relazioni e la definizione (20.1) 'equazione

—biby —byby

=0 (alvei artificiali)(20.2b)

Y], 5,=0 (alvei naturali),

di continuita mediata su {2 diventa:

o0 O(U)

ot ox
L’equazione del moto (componente )

Si ottiene integrando in y la (18.6a). Anche in questo caso

= 0. (20.3)

si utilizza la Regola di Leibnitz e le relazioni (20.2).
Inoltre si ipotizza che:

o gz ~ () cioe che la quota della superficie libera sia poco

inclinata alle curve per le azioni centrigughe;

o T, <& gh cioe che il carico dovuto alle tensioni di Reynolds

mediate su €2 sia molto minore del carico piezometrico.
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Si giunge, quindi, alla

— =2
A | AT __ gOh Ly

dove

=corr.U=U(y), 103 <B< 1.33 (20.5q)

—_—
(moto turb.) (moto lamin.)

by
7_hE/ thdy, 7-77— tgd% b=0b1+by, B=perim. bagnato.(20.5b)
—by

L’equazione di convezione-diffusione
Sl ottiene mtegrando in y la (18.10) o la forma conservativa

M o ot
(20.6)

Anche in questo caso si usa la regola di Leibnitz e le condi-

zioni (20.2) oltre all'ipotesi:

° 8ay (DI+K,) =0 cioe che i coefficienti di diffusione e di-

spersione longitudinale non cambino molto attraverso la

il

= gscarto di velocita mediata in z;

sezlone

per giungere alla

ace)  auCy _ 9 {Q

Q| D
SHES)

=T
Ot or  Ox <D$ i Kx)

U—-U
C" = C — C = scarto di concentrazione mediata in z.
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Utilizzando una chiusura alla Fick per il termine dispersivo

U C" si ha: U'C'E—KE;C
_ __ X _
da cui ac) aucsy) 0 |, - ™ 9C
ot i or  Ox (K+Kx+Dx)an.

Sviluppando il membro di sinistra tramite 1’equazione di
continuita, (20.3) e osservando che K > K,, D! si ottiene

lequazione finale |9~ _gc 1 9 ( 30)

or T8 ~ aon | Yo,

che puo essere risolta una volta noto il coefficiente K.

(20.7)

Stima di K
Questa e caratterizzata da una grande variabilita dovuta a:

e procedure usate per la stima;

e contesti idraulici diversi (alvei naturali, canali d’irrigazio-

e dafipttenuti in regimi in cui lo schema diffusivo non vale;

e disuniformita altimetriche e planimetriche degli alvei.

E comunque possibile stimare K in funzione di:

®u,Y: 30 < < 3000
Uy
Y ¢ una scala inappropriata perche K varia su 3 o.d.g.;
. K
® u.b: 2 < < 50
Uy

b ¢ migliore perche la variazione ¢ su 2 o.d.g.

La relazione d'uso pratico piu affidabile e quella di Fisher:

=2
b2
k=012, (20.8)

Uy
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Soluzione
Si cerca una soluzione della (20.7) usando un sistema in moto

a velocita U per cui:

E=x—Ut, T=1, = O_ o, 0 0 _ 0
B Tl ot "of  or Or O

Queste sostituite nella (20.7) porgono:
ac C -9C 10 ) 0C 10 ac)
oc) — o7

o Q0 or Qocl e

che nel caso uniforme (0€2/0¢ = 0, OK/0¢ = 0 diventa

'equazione di diffusione pura:

aé 0%C

di cui e ben nota la Soluzione Fondamentale per immis-

sione istantanea di M in € = 0 [si veda (2.8)]:
_ &

_ M
C(ﬁaT) — Q\/me KT <2010)

M /Q invece di M per avere la corretta dimensione di C']

Questa soluzione non vale finche il mescolamento non sia com-

pleto su €2 (cioe nel campo vicino e nel campo interme-

dio). La distanza Ly dall'immissione da cui la (20.10) ¢ valida
sl stima 1n

Ub*

DT

che ¢ simile alla (19.7) ma e funzione delle proprieta del mesco-

lamento longitudinale ({7, DY) invece che trasversale (U, D,).

[Si dimostri per esercizio che Ly > L]
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Scrivendo la (20.10) in funzione delle coordinate originali si

puo studiare I'attenuazione del picco di concentrazione e

valutare il tempo impiegato dalla nuvola a raggiungere una

certa sezione.

Passando alle (x,1): Clz,t) = 5 ';\:the—W. (20.11)
VAam

Il picco di C' (0 “colmo”) viaggia a velocita [ e si realizza

alla sezione x al tempo t = z/ U. 1l massimo locale di C

invece si realizza alla sezione x al tempo ¢3;4x che si ottiene
derivando la (20.11) in ¢;

oC M [2Kt+2x — UHUt + (x — Ut)?
ot  OVArKt AK 2

=2 , 5
— U t*+ 2Kt — 2= 0.

(z—Ut)

e 4Kt

O:

Scegliendo la soluzione fisicamente accettabile (¢ > 0) cioe

quella con il segno della radice positivo:

—KJJK? v a2 K |K2 g2
tmax = —5 =——t | =T =
U U U U
da cui
5 K? K| |K?2 22 K? 22 22 K| K? 22 K
tAx=—1 2= | =1+t =ttt === 2= | =1t =2 —=
U uo\NU U U U U U U U U

cloe

Quindi ogni sezione x prefissata viene raggiunta prima dal

massimo locale e poi dal picco.




t=0.5 159
=2
t=3 gura
t=4
=5

Max locale

e dalla (20.11) si nota che 'ampiezza di C decade nel tempo

come 1/4/t = in un tempo t; il segnale si & propagato

daz=0ax =29 = U tp con una riduzione d’ampiezza
proporzionale a 1/+/tg = \xo/U:;

e alla generica sezione r = x( il massimo locale di

e il valore dell'inviluppo e si realizza ad un tempo tyr4x
(tprax = 3 in figura) minore di tg = xo/U (to = 4 in
figura) al quale il picco di C' raggiunge .



APPENDICE I: TABELLE DI UTILITA
PRATICA

Grandezza Getti Ass. Getti Piani Pennacchi Ass. Pennacchi Piani
LM LM 1/2 \1/3 3
Velocita in asse (T£1)U;,— (2.41£0.04)U; <> (4.7£0.2) <Z> 1.6631/
T x z
1/2
Portata vol. | (0.25%0.01)Qi—— | (0.5040.02)Q; (x) (0.150£0.015)( B2") "’ 0.34BY/%2
Ly L
: Ly ar\?
Conc. in asse (5.6i0.1)C’i7 (2.384+0.04)C; (x) / /

Caratteristiche di Getti e Pennacchi.

Moto Un/Wi | U | Ri(=Unl/v) | T,

Scia Piana -1/2 | 1/2 0 /

Scia Piana Autopropellente -3/4 | 1/4 —1/2 /
Scia Assialsimmetrica -2/3 |1/3 —1/3 /
Scia Assialsimmetrica Autop. | —4/5 | 1/5 —3/5 /
Strato di Transizione 0 1 1 /
Getto Piano —1/2 1 1/2 /

Getto Assialsimmetrico —1 1 0 /
Pennacchio Piano 0 1 1 -1

Pennacchio Assialsimmetrico | —1/3 1 2/3 —5/3

Potenze della coordinata longitudinale (z per i Getti e z per i Pennacchi) che descrive

la variazione delle principali grandezze di moti a T.L. Adattamento da Tennekes &

Lumley (1972).
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APPENDICE II: STRUTTURA
AUTOSIMILARE DEI TERMINI DI

(12.30)

Si riporta la dipendenza dei vari termini della equazione (12.30)
da x ed n distante dall’asse (n > 1), al centro della regione di
produzione (1 ~ 1) e in asse (n < 1):

Posizione G G P P i
P(x) P(x) P(x) P(x) P(x)
n>>1 n’f? nf n’ n’f? n’f
n~1 64e™* |Ae H(—=1+3e )| 4de? Ae™! 2Ae™?

n<l (=) n(1=99%/2) |n*(1—n7) | n(1—497) | n(1=50%/3)

Dipendenza dei contributi alla (12.30) in funzione della posizione.

dove ®(x) = lcﬁ ed A= 0.067.
T
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