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EQUAZIONE DI CONTINUITA’

Approccio microscopicoApproccio microscopico::
(bilancio di massa nell’intorno del punto P)(bilancio di massa nell’intorno del punto P)

JJ = = ρρ vv
flusso di massa dellflusso di massa dell’’acqua nel punto acqua nel punto P P (x, y, z)(x, y, z)
((ovvero la massa per unitovvero la massa per unitàà di area e di tempo)di area e di tempo)

PP
JJxx(x(x--δδx/2, y, z)x/2, y, z)·· δδy y δδz z δδtt

JJxx(x(x++δδx/2, y, z )x/2, y, z )·· δδy y δδz z δδtt

JJyy(x(x, y, y--δδy/2, z) y/2, z) ·· δδx x δδz z δδtt

JJyy(x(x, y, y++δδy/2, z) y/2, z) ·· δδx x δδz z δδtt

JJzz(x(x, y, z, y, z--δδz/2) z/2) ·· δδx x δδy y δδtt

JJzz(x(x, y, z, y, z++δδz/2) z/2) ·· δδx x δδy y δδtt
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yy
zz

dividendo per dividendo per δδU = U = δδxx δδy y δδz e per z e per δδtt
ed al limite per ed al limite per δδx, x, δδy, y, δδz  z  00:: JJ −∇≡−⇒∂∂+∂∂+∂∂− div)///( zJyJxJ zyx

[[JJxx(x(x--δδx/2, y, z)x/2, y, z) -- JJxx(x(x++δδx/2, y, z)] x/2, y, z)] ·· δδy y δδz z δδtt
Bilancio di massa in direzione x:Bilancio di massa in direzione x:
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Il bilancio complessivo sarà:Il bilancio complessivo sarà:



EQUAZIONE DI CONTINUITA’

In assenza di sorgenti o pozzi la variazione di massa del fluidoIn assenza di sorgenti o pozzi la variazione di massa del fluido nell’unità di tempo è nell’unità di tempo è 
dovuta alla compressibilità del fluido (e della matrice solida).dovuta alla compressibilità del fluido (e della matrice solida).
Per un volume di fluido microscopico:Per un volume di fluido microscopico:

t∂
∂

−=⋅∇
ρρ )( v

Mediando tale equazione sul volume del REV:Mediando tale equazione sul volume del REV:

REVREV t
>

∂
∂

−<=>⋅∇<
ρρ )( v

Applicando il teorema di integrazione:Applicando il teorema di integrazione:

∫ ⋅+><∇=>⋅∇<
sfAREVREV dA

V
vnvv

0

1)( ρρ

con con AAsfsf la superficie di separazione solido/liquido, ed la superficie di separazione solido/liquido, ed nn il versore normale a tale superficie, sulla il versore normale a tale superficie, sulla 
quale il vettore quale il vettore vv si annulla.si annulla.
Se l’operazione di media si applica direttamente alla fase liquiSe l’operazione di media si applica direttamente alla fase liquida, l’equazione di bilancio diventa:da, l’equazione di bilancio diventa:

)()( fREV n ><∇=>⋅∇< vv ρρ (n = porosità)(n = porosità)



EQUAZIONE DI CONTINUITA’

Il flusso medio di massa <Il flusso medio di massa <ρρ vv>>ff si può scrivere come:           <si può scrivere come:           <ρρ vv>>ff = < = < ρρ >>ff ··<<vv>>ff + + JJdd
in cui in cui JJdd è un flusso di massa dispersivo dovuto alla mediaè un flusso di massa dispersivo dovuto alla media
del prodotto delle due variabili del prodotto delle due variabili ρρ e e vv all’interno del REV.all’interno del REV.

Se la densità del fluido è costante, o può essere considerata taSe la densità del fluido è costante, o può essere considerata tale almeno nell’ambito del le almeno nell’ambito del 
REV, il termine REV, il termine JJdd si annulla. si annulla. Normalmente il termine Normalmente il termine JJdd si trascurasi trascura..

Il secondo termine dell’equazione di continuità si può scrivere Il secondo termine dell’equazione di continuità si può scrivere come:come:
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In base a tali considerazioni e ponendo In base a tali considerazioni e ponendo qq = = n n vv e  e  <<ρρ>>ff = = ρρ
si ottiene si ottiene 
ll’’equazione di continuitequazione di continuitàà di un fluido a densitdi un fluido a densitàà variabile in un mezzo poroso:variabile in un mezzo poroso:
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)()( ρρ qFluido incomprimibileFluido incomprimibile
ρρ = costante= costante
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Mezzo omogeneoMezzo omogeneo
nn = costante= costante

0=⋅∇ q



EQUAZIONE DI CONTINUITA’

Se la densità del fluido dipende dalla temperatura T e dalla conSe la densità del fluido dipende dalla temperatura T e dalla concentrazione di soluto ccentrazione di soluto c, e quindi , e quindi 
ρρ = = ρρ (T, c), la variazione di massa per unit(T, c), la variazione di massa per unitàà di tempo a porositdi tempo a porositàà costante (mezzo omogeneo) sarcostante (mezzo omogeneo) saràà::
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Se la variazione di densità dipende solo dalla compressibilità dSe la variazione di densità dipende solo dalla compressibilità del fluidoel fluido, , la variazione di massa la variazione di massa 
per unitper unitàà di tempo sardi tempo saràà::
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e poiché la variazione di pressione nel tempo, per fluido comprie poiché la variazione di pressione nel tempo, per fluido comprimibile, è mibile, è ::
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si ottienesi ottiene::
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con Scon Soo = coefficiente di immagazzinamento specifico:= coefficiente di immagazzinamento specifico: ⎟⎟
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SSoo [L[L--11] rappresenta la variazione di volume del fluido ] rappresenta la variazione di volume del fluido 
per unità di volume del mezzo poroso dovuta ad una per unità di volume del mezzo poroso dovuta ad una Valori tipici: Valori tipici: 
variazione unitaria del carico piezometrico. variazione unitaria del carico piezometrico. 1010--22 mm--11 per argille molto comprimibili per argille molto comprimibili 

1010--77 mm--11 per rocce con bassa porosità per rocce con bassa porosità 
1010--55 mm--11 per ghiaie sabbioseper ghiaie sabbiose



EQUAZIONE DI CONTINUITA’

Termini sorgente o pozzo di massaTermini sorgente o pozzo di massa
Nel caso di pozzi distribuiti di potenza Nel caso di pozzi distribuiti di potenza 
PPww = = PPww (x, y, z, t) (x, y, z, t) –– volume d’acqua estratta per unità di volume di mezzo poroso nelvolume d’acqua estratta per unità di volume di mezzo poroso nell’unità di tempo.l’unità di tempo.
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Nel caso di pozzi concentrati nei punti i = 1, 2, … di potenza Nel caso di pozzi concentrati nei punti i = 1, 2, … di potenza 
P’P’ww = P’= P’ww ((xxii, , yyii, , zzii, t), t)

t
nzzyyxxtzyxP iiiiii

i ∂
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=−−−⋅⋅−⋅−∇ ∑ )(),,(),,,()( ' ρδρρ ωq

((δδ = Delta di = Delta di DiracDirac))

La divergenza del flusso di massa può essere ulteriormente semplLa divergenza del flusso di massa può essere ulteriormente semplificata trascurando ificata trascurando 
le differenze di densità all’interno del volume del REV le differenze di densità all’interno del volume del REV 
(assumendo che le variazioni nello spazio sono più piccole rispe(assumendo che le variazioni nello spazio sono più piccole rispetto a quelle nel tempo).tto a quelle nel tempo).
In tal caso:In tal caso:
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EQUAZIONI COMPLETE 3-D

t
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EqEq..nene del moto:del moto:
(generalizzata di (generalizzata di DarcyDarcy))

EqEq..nene di continuità:di continuità:
(bilancio di massa)(bilancio di massa)
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ovvero, per esteso:ovvero, per esteso:

Per fluido incomprimibile e matrice solida rigida (e P=0):Per fluido incomprimibile e matrice solida rigida (e P=0): 0)( =∇⋅∇ hK

Nel caso di mezzo poroso isotropo:Nel caso di mezzo poroso isotropo: 0)K( =∇⋅∇ h

Nel caso di mezzo poroso omogeneo:Nel caso di mezzo poroso omogeneo:
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Casi particolari:Casi particolari:



Formulazione del Problema del Moto

La La formulazione del problema del motoformulazione del problema del moto comprende:comprende:

1.1. individuazione del individuazione del dominio di motodominio di moto DD, , e del suo contorno B;e del suo contorno B;
2.2. definizione di un’appropriata definizione di un’appropriata equazione di continuitàequazione di continuità e della relativa variabile e della relativa variabile 

dipendente, ad es. dipendente, ad es. hh(x, (x, tt););
3.3. definizione dei definizione dei coefficienticoefficienti, ad es. K(x), S, ad es. K(x), S00(x);(x);
4.4. definizione delle definizione delle condizioni inizialicondizioni iniziali per problemi di transitorio;per problemi di transitorio;
5.5. definizione delle definizione delle condizioni al contornocondizioni al contorno, ai confini del dominio D, ai confini del dominio D

La definizione di tali elementi consente di formulare completameLa definizione di tali elementi consente di formulare completamente un nte un 
problema di flusso problema di flusso o un o un modello di flusso.modello di flusso.

Condizioni inizialiCondizioni iniziali
La condizione iniziale è costituita dallo stato della variabile La condizione iniziale è costituita dallo stato della variabile dipendente nel dominio dipendente nel dominio 
D all’istante t = 0:D all’istante t = 0:

h(h(xx, , tt = 0) = h= 0) = h00((xx) ) x x ∈∈ DD

p(p(xx, , tt = 0) = p= 0) = p00((xx) ) x x ∈∈ DD
oppure:oppure:



CONDIZIONI AL CONTORNO

Condizioni al contornoCondizioni al contorno
La condizione al contorno deve essere specificata o imposta sullLa condizione al contorno deve essere specificata o imposta sull’intero confine B ’intero confine B 
del dominio di moto.del dominio di moto.
Le condizioni al contorno sono di tre tipi:Le condizioni al contorno sono di tre tipi:

Condizione al contorno del I Tipo (Condizione al contorno del I Tipo (DirichletDirichlet))

h(h(xx, , tt) = h) = hB1B1((xx,, tt) ) x x ∈∈ BB11

Se l’acquifero è in contatto diretto con un corpo idrico superfiSe l’acquifero è in contatto diretto con un corpo idrico superficiale (corso d’acqua, ciale (corso d’acqua, 
lago, …) è possibile assegnare il carico piezometrico lungo talelago, …) è possibile assegnare il carico piezometrico lungo tale confine: confine: 

(carico piezometrico assegnato)(carico piezometrico assegnato)

Il parametro Il parametro hhB1B1((xx, , tt) ) rappresenta rappresenta 
il livello dell’acqua nel corpo il livello dell’acqua nel corpo 
idrico superficiale, il quale può idrico superficiale, il quale può 
essere anche variabile nel tempo. essere anche variabile nel tempo. 

PP

hhB1B1((xx,, tt))



CONDIZIONI AL CONTORNO

Condizione al contorno del II Tipo (Condizione al contorno del II Tipo (NeumannNeumann))

qqnn((xx, , tt) = q) = qB2B2((xx,, tt) ) x x ∈∈ BB22

Se esiste un flusso assegnato o imposto su di una superficie di Se esiste un flusso assegnato o imposto su di una superficie di confine del campo di confine del campo di 
moto, è possibile assegnare il valore della portata specifica : moto, è possibile assegnare il valore della portata specifica : 

(portata specifica assegnata)(portata specifica assegnata)

Un caso particolare è quello della Un caso particolare è quello della superficie impermeabilesuperficie impermeabile, in cui , in cui qqnn=0 su B=0 su B22 con la con la 
condizione:condizione:

qqnn((xx, , tt) = ) = qq ((xx,, tt))··nn = = KK((xx) ) ∇∇h(h(xx) = 0) = 0 x x ∈∈ BB22

Tale condizione diventa, nel caso di mezzo poroso isotropo:Tale condizione diventa, nel caso di mezzo poroso isotropo:
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CONDIZIONI AL CONTORNO

Condizione al contorno del III Tipo (Condizione al contorno del III Tipo (CauchyCauchy))

Quando il dominio fluido è confinato da uno strato semiQuando il dominio fluido è confinato da uno strato semi--permeabile di mezzo permeabile di mezzo 
poroso di spessore bporoso di spessore b33 con permeabilità ridotta Kcon permeabilità ridotta K33 e carico piezometrico he carico piezometrico h33: : 

(portata specifica assegnata in funzione del carico h(portata specifica assegnata in funzione del carico h33))
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ovvero:ovvero:

Il fattore Il fattore σσ33=b=b33 /K/K33 si chiama coefficiente di dispersione (si chiama coefficiente di dispersione (leakageleakage).).

Se lo strato diviene molto permeabile, Se lo strato diviene molto permeabile, σσ33 0 e la condizione al contorno si 0 e la condizione al contorno si 
riduce ad una condizione di carico piezometrico imposto. riduce ad una condizione di carico piezometrico imposto. 

Se lo strato diviene invece impermeabile, Se lo strato diviene invece impermeabile, σσ33 ∞∞ e la condizione al contorno si e la condizione al contorno si 
riduce ad una condizione di flusso imposto e pari a zero.riduce ad una condizione di flusso imposto e pari a zero.



SCHEMA DI MOTO 2-D

Schema di moto valido nell’ipotesi di flusso essenzialmente orizSchema di moto valido nell’ipotesi di flusso essenzialmente orizzontale, zontale, 
ovvero quando è valida l’ipotesi di ovvero quando è valida l’ipotesi di DupuitDupuit..

Le equazioni di continuità e del moto si possono derivare integrLe equazioni di continuità e del moto si possono derivare integrando le equazioni ando le equazioni 
complete 3complete 3--D sullo spessore dell’acquifero (B se confinato o h se freatico)D sullo spessore dell’acquifero (B se confinato o h se freatico)..

δδxx

δδyy
BB

hh

δδxx

δδyy
hh

Tuttavia un approccio più rapido è quello di analizzare direttamTuttavia un approccio più rapido è quello di analizzare direttamente un volume di ente un volume di 
controllo di area controllo di area δδxx··δδy e di altezza pari a y e di altezza pari a B se confinato o h se freatico.B se confinato o h se freatico.



SCHEMA DI MOTO 2-D

Coefficiente di Immagazzinamento S [Coefficiente di Immagazzinamento S [--]]

Acquifero confinatoAcquifero confinato

Indica il volume di acqua Indica il volume di acqua ∆∆UUww rilasciato o incorporato per unitrilasciato o incorporato per unitàà di area orizzontale di area orizzontale 
A = A = δδxx··δδy delly dell’’acquifero e per unitacquifero e per unitàà di variazione di carico piezometrico di variazione di carico piezometrico ∆∆h:h:

hA
US ∆⋅

∆= ω

Il coefficiente di immagazzinamento è legato al coefficiente di Il coefficiente di immagazzinamento è legato al coefficiente di immagazzinamento immagazzinamento 
specifico Sspecifico S00 dovuto al comportamento elastico dell’acqua e della matrice soldovuto al comportamento elastico dell’acqua e della matrice solida:ida:

dove bdove b11 e be b22 sono le quote delle superfici inferiore e superiore dell’acquifsono le quote delle superfici inferiore e superiore dell’acquifero.ero.

∫=
2

1

d),,(),( 0

b

b
zzyxSyxS



SCHEMA DI MOTO 2-D

Coefficiente di Immagazzinamento S [Coefficiente di Immagazzinamento S [--]]

Acquifero freaticoAcquifero freatico

Indica il volume di acqua Indica il volume di acqua ∆∆UUww rilasciato o incorporato per unitrilasciato o incorporato per unitàà di area orizzontale di area orizzontale 
A = A = δδxx··δδy delly dell’’acquifero e per unitacquifero e per unitàà di variazione di livello freatico di variazione di livello freatico ∆∆h:h:

hA
US ∆⋅

∆= ω

Nonostante l’analogia delle definizioni nel caso dei due tipi diNonostante l’analogia delle definizioni nel caso dei due tipi di acquifero, il coefficiente acquifero, il coefficiente 
di immagazzinamento è dovuto nei due casi a diverse ragioni:di immagazzinamento è dovuto nei due casi a diverse ragioni:

nel caso di acquifero confinato nel caso di acquifero confinato èè dovuto alla dovuto alla comprimibilitcomprimibilitàà delldell’’acqua e della acqua e della 
matrice solida;matrice solida;

nel caso di acquifero freatico    nel caso di acquifero freatico    èè ll’’acqua drenata dagli spazi interstiziali dello acqua drenata dagli spazi interstiziali dello 
spazio tra la posizione iniziale e finale della spazio tra la posizione iniziale e finale della 
superficie freatica.superficie freatica.

Il coefficiente di immagazzinamento di un acquifero freatico si Il coefficiente di immagazzinamento di un acquifero freatico si indica infatti come indica infatti come 
POROSITA’ EFFICACE SPECIFICA POROSITA’ EFFICACE SPECIFICA SSyy



SCHEMA DI MOTO 2-D

Ritenzione specificaRitenzione specifica

Quando l’acqua viene drenata dagli spazi interstiziali il drenagQuando l’acqua viene drenata dagli spazi interstiziali il drenaggio non è mai completo, gio non è mai completo, 
poiché una certa quantità d’acqua rimane trattenuta nel suolo dapoiché una certa quantità d’acqua rimane trattenuta nel suolo dalle forze di capillarità.lle forze di capillarità.

Al termine del drenaggio il volume d’acqua che rimane trattenutoAl termine del drenaggio il volume d’acqua che rimane trattenuto nell’acquifero per nell’acquifero per 
unità di area ed unità di abbassamento della superficie freaticaunità di area ed unità di abbassamento della superficie freatica è detta: ritenzione è detta: ritenzione 
specifica Sspecifica Sr r ..

La porosità efficace specifica non rappresenta la porosità effetLa porosità efficace specifica non rappresenta la porosità effettiva tiva nn del mezzo poroso.del mezzo poroso.

nSS ry =+

La relazione tra porosità efficace specifica, La relazione tra porosità efficace specifica, 
ritenzione specifica e porosità effettiva è ritenzione specifica e porosità effettiva è 
pertanto:pertanto:

Relazione tra porosità efficace specifica e Relazione tra porosità efficace specifica e 
dimensioni dei granidimensioni dei grani



SCHEMA DI MOTO 2-D

I flussi di dispersione sono:I flussi di dispersione sono:

con con σσ(i)(i) = B= B(i)(i) / K/ K(i) (i) i coefficienti di dispersione (i coefficienti di dispersione (leakageleakage).).
2
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Acquifero confinato semipermeabileAcquifero confinato semipermeabile

Approccio del volume di controlloApproccio del volume di controllo
HpHp:   flusso orizzontale nell’acquifero:   flusso orizzontale nell’acquifero

flusso verticale nello strato semipermeabileflusso verticale nello strato semipermeabile

δδxx

δδyy
B, KB, K

qqv1v1

qqv2v2

QQxx(x(x--δδx/2, y)x/2, y) QQxx(x+(x+δδx/2, y)x/2, y)

PP--RR

BB(2)(2), K, K(2)(2)

BB(1)(1), K, K(1)(1)

QQxx(x, y(x, y--δδy/2)y/2)

QQxx(x, y+(x, y+δδy/2)y/2)

Equazione di bilancio di massa Equazione di bilancio di massa 
(fluido incomprimibile):(fluido incomprimibile):
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Dividendo per Dividendo per δδxxδδy, ed al limite per y, ed al limite per δδx, x, δδy, y, δδt t 0, si ottiene:0, si ottiene:
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Acquifero confinato semipermeabileAcquifero confinato semipermeabile

Ponendo quindi per l’equazione di Ponendo quindi per l’equazione di DarcyDarcy::

con T = con T = trasmissivitàtrasmissività, ed utilizzando le espressioni complete dei flussi di dispersio, ed utilizzando le espressioni complete dei flussi di dispersione, ne, 
si ottiene:si ottiene:

Bh ⋅=∇⋅−= KTTQ
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Nel caso di mezzo poroso isotropo:Nel caso di mezzo poroso isotropo:
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Nel caso di mezzo poroso omogeneo:Nel caso di mezzo poroso omogeneo:

con con λλii = [ T= [ T··σσii ]]½½ = fattore di dispersione (= fattore di dispersione (leakage factorleakage factor).).
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Acquifero confinato impermeabileAcquifero confinato impermeabile

t
hSPRh
∂
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=−+∇⋅⋅∇ )(T

Nel caso di acquifero confinato con contorni impermeabili l’apprNel caso di acquifero confinato con contorni impermeabili l’approccio del volume occio del volume 
di controllo è sempre valido, ma con qdi controllo è sempre valido, ma con qv1v1 = q= qv2v2 = 0. = 0. 
In tal caso:In tal caso:

Nel caso di mezzo poroso omogeneo ed isotropo:Nel caso di mezzo poroso omogeneo ed isotropo:
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Nel caso di moto permanente o se il coefficiente di  Nel caso di moto permanente o se il coefficiente di  
immagazzinamento elastico risulta trascurabile:immagazzinamento elastico risulta trascurabile:

ed in assenza di termini pozzo o sorgente:ed in assenza di termini pozzo o sorgente:
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Il flusso di dispersione è:Il flusso di dispersione è:

con con σσ = K= KLL / B/ BLL il coefficiente di dispersione (il coefficiente di dispersione (leakageleakage).).

L

L
Lv B

hhKq −
=

Equazione di bilancio di massa Equazione di bilancio di massa 
(fluido incomprimibile):(fluido incomprimibile):
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in cui si è trascurato il contributo dell’elasticità del mezzo pin cui si è trascurato il contributo dell’elasticità del mezzo poroso rispetto alla porosità efficace specifica oroso rispetto alla porosità efficace specifica 
nella determinazione del coefficiente di immagazzinamento.nella determinazione del coefficiente di immagazzinamento.

Acquifero freatico semipermeabileAcquifero freatico semipermeabile

Approccio del volume di controlloApproccio del volume di controllo
HpHp:   flusso orizzontale nell’acquifero:   flusso orizzontale nell’acquifero

flusso verticale nello strato semipermeabileflusso verticale nello strato semipermeabile

δδxx

δδyy
KK

qqvv

QQxx(x(x--δδx/2, y)x/2, y) QQxx(x+(x+δδx/2, y)x/2, y)

PP

BBLL , K, KLL

QQxx(x, y(x, y--δδy/2)y/2)

QQxx(x, y+(x, y+δδy/2)y/2)
N+RN+R

δδhh h(t)h(t)

h(th(t++∆∆t)t)

∇∇
ηη

Dividendo per Dividendo per δδxxδδy, ed al limite per y, ed al limite per δδx, x, δδy, y, δδt t 0, 0, 
si ottiene:si ottiene: t
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Acquifero freatico semipermeabileAcquifero freatico semipermeabile

Ponendo quindi per l’equazione di Ponendo quindi per l’equazione di DarcyDarcy::

con K = conduttività, ed utilizzando l’espressione del flusso dicon K = conduttività, ed utilizzando l’espressione del flusso di dispersione, si ottiene:dispersione, si ottiene:
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Nel caso di mezzo poroso isotropo:Nel caso di mezzo poroso isotropo:

t
hSPNRhh

y
hhK

yx
hhK

x yLL ∂
∂

=−++−+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

−
∂
∂

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂

−
∂
∂ σηη /)()()(

Nel caso di mezzo poroso omogeneo:Nel caso di mezzo poroso omogeneo:
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Acquifero freatico impermeabileAcquifero freatico impermeabile

t
hSPNRhh y ∂
∂

=−++∇⋅−⋅∇ ))(( ηK

Nel caso di acquifero confinato con contorni impermeabili l’apprNel caso di acquifero confinato con contorni impermeabili l’approccio del volume occio del volume 
di controllo è sempre valido, ma con di controllo è sempre valido, ma con qqvv = 0. = 0. 
In tal caso:In tal caso:

Nel caso di mezzo poroso omogeneo ed isotropo:Nel caso di mezzo poroso omogeneo ed isotropo:
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Nel caso di moto permanente o se il coefficiente di  Nel caso di moto permanente o se il coefficiente di  
immagazzinamento elastico risulta trascurabile:immagazzinamento elastico risulta trascurabile:

ed in assenza di termini pozzo o sorgenteed in assenza di termini pozzo o sorgente
(con (con ηη = 0 = 0 –– stesso riferimento per h)stesso riferimento per h)::
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