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Capitolo 2

Analisi dimensionale e similitudine

Considerazioni generali

Nella meccanica dei fluidi le grandezze puramente meccaniche sono espri-

mibili dimensionalmente secondo tre dimensioni, che costituiscono una terna
di grandezze fondamentali di base. .
Nella riscluzione di alcuni problemi pud essere conveniente sostituire la terna
fondamentale con un’altra terna. La sostituzione & lecita se le nuove grandez-
z¢ assunte come fondamentali sono dimensionalmente indipendenti, cio® se &
diverso da zero il determinante costruito con le dimensioni che tali grandezze
presentano rispetto a quelle di base.

Le equazioni che regolano j feromeni fisici sono omogenee (cio? i loro due
membri presentano le stesse dimensioni) e possono essere riconducibili ad
equazioni tra termini adimensionali (mimeri puri) come si deduce applicando
il teorema ., Questo teorema stabilisce, in sostanza, c¢he se un fenomeno
fisico involve m «+ 1 quantitd dimensionali con k dimensioni base {k=3 nei
fenomeni meceanici}, le m + 1 quantitd possono essere raggruppate tra loro
in m+1—k termini adimensionali. La funzione che correla tali termini, che &
caratteristica del fenomenc in esame, non risulta tuttavia individuata: per la
sua determinazione & necessario ricorrere ad analisi teoriche o ad osservazioni
sperimentali.

I numeri puri pilt importanti che intervengono (in generale non contem-
poraneamente) nei fenomeni deila meccanica dei fluidi sono: il numero di
Newton Ne che considera le forze fluodinamiche e che, quando & presen-
te, costituisce, almeno nella maggior parte del casi, la variabile dipendente;
i numeti di Reynolds Re, di Froude Fr, di Mach Mae, di Weber We, che
tengono conto rispettivamente degli effetti della viscosita, dell’accelerazione
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di gravita, defla comprimibiliti, della tensione superficiale; altsi numeri pu-
ri specifici, legati a comportamenti particolari; parametri che descrivono la
forma geometrica del sistema.

La similitudine meccanica tra fenomeni Ruodinamici richiede che siano

definite le scale di riduzione del tempi e delle forze, assegnata la scala di
riduzione delle lunghezze. Poiche Poperazione si traduce in un cambiamen-
to delle unitd di misura, che peraltro non altera i termini adimensionali, si
deduce per la similitudine meccanica la seguente condizione necessaria: ogni
termine adimensionale che compare nella equazione fenomenclogica che inter-
preta, in forma adimensionale, il processo fisico considerato, deve mantenere
lo stesso valore passando dal prototipo ad un suo modello, La similitudine
cosl definita & una similitudine completa: essa tuttavia non & praticamente

realizzabile in quanto, oltre al numero di Newton, necessario per definire la

scala delle forze, & possibile al pill conservare: (a) un solo numere pura se si
utilizza lo stesso fluido; (b) due numeri puri se si utilizzano fuidi diversi.

Di conseguenza, si deve ricorrere a similitudini meccaniche parziali in cui,
oltre a Ne, si conserva ad esempio Re (similitudine parziale di Reynolds) o
Fr (similitudine parziale di Froude), ovvero Re e Ma (similitudine parziale
di Reynolds e Mach). Il tipo di similitudine parziale da adottare dipende dal
fenomeno fisico che si considera; ad esempio le dissipazioni.viscose sono re-
golate da similitudine parziali di Reynolds mentre le propagazioni ondose su
acqua sufficientemente profonda rientrane in similitudini parziali di Froude.

2.1 Grandezze: dimensioni e indipendenza dimensio-
nale

Le grendezze sono delle quantiti che possono essere espresse con il prodot-
to di un numero puro per una unitd di miswra. Tale unitd & un “campiong”
scelto tra e grandezze aventi la stessa natura, oppure & derivata da altre unita
attraverso le formule che definiscono la grandeszza considerata in funzione di
quelle assunte come fondamentali.

Assunte come grandezze fondamentali la massa m, la lunghezza ! e il
tempo t, le cui unith di misura sono state fissate in maniera convenzicnale,
una grandezza meccanica @ ha dimensioni o, 8, v rispetto alla massa m,
Junghezza [, tempo ¢, ciok

[Q) = meife (2.1)

2.1, Grandezze: dimensioni e indipendenza dimensicnale

se moltiplicando le unitd di misura di m, !, ¢ per le quantitd p, A e 7 rispetti-
vamente, Punitd di misura di @ risulta moltiplicata per la quantiti

g = pt AR, (2.2)

Laeq.ne (2.1) & una equazione simbolica mentre la aq.ne (2.2) & una equazione
numerica. ',

Se o, B e« sono tutti nulli Puniti di misura di Q) resta invariata al cambiare
delle unith di misura delle grandezze fondamentali, pertanto costituisce una
grandezza adimensionale, ciok un numere puro.

1l criterie di omogeneild stabilisce che le equazioni che regolanc i fenomeni
fisici devano esser¢ dimensionalmente omagenee, ciok si assume devono com-
parire grandezze e numeri puri in modo tzle che i loro due membri presenting
le stesse dimensioni. 2

Tre grandezze meccaniche, denominate genericamente &, @2, @, pos-
50N0 essere assunte come grandezze fondamentali in luogo di m, !, se esse
sono idonee g definire dimensionalinente qualsiasi altra grandezza meccanica
¢, in particolare, le grandezze m, I, 2.

Per individuare la condizione che deve essere soddisfatta affinchd cid si veri-
fichi, si opera nel seguente modo:

(a) si esprime dimensionalmente @, &2, @3 in funzione di m, 1, ¢ e st perviene
a tre equazioni numeriche del tipo della eq.ne {2.2)

@ = ptUATETI gy = pfmARILOB, g, e pen yempon (2.3)
equivalenti alle
loggr = oy log p + cyp log A + ayy log 7
log gz = cg; log  + agp log A + avas log 7 (2.4)

loggs = gt log 1 + gz log A + augy logT;

tAd esempio la velocita [vf =1t~ presentaex = 0, # =1, 7 = —1 e nel sistema SI ha
come unitd di misura m s~!. Se si vuole esprimere Ja velocitd in nodi {miglic ora=1) si
deve passare dai metri alle miglia marine e dai seconds alle ore. Essendo 1m - 1852 = 1
miglio; 1 5 - 3600 = 1 ora quindi A= 1852; v = 3600, risulta ¢ = 1852 - 3600~ = 0.514.
Si deduce allora che 1 nodo = 0.514 m 5.

2 Adottando tale criterio dovuto ad una osservazione di Fourier, Théerie Analitique de la
‘Ghaleur, (1823) si possono sia ottenere le dimensioni di grandezze derivate sia determinare
le dimensioni di costanti che intervengeno in equazioni di derivazione sperimentale.
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(D) si risolve il sistema formato dalle eq.ni (2.4) rispetto a logp, log A, log 7.
Tale sistema ammette soluzione non banale se i determinante della matrice
dei coefficienti & diverso da zero, ciok

| cig 17 0. (25)
Se ¢ soddisfatta la condizione (2.5) risulta

logp = Biylogq + Pralogge + Hialoggs
log A = G log g1 + Pazlog gz + Bag log gy
log7T = s log gy + faa rum G2 + B33 H_om 3
By = %TC..&.E&. (2.7)
_ 247 w

essendo Mj; i minori estratti dalla matrice dei coefficienti. Si avranno quindi
le equazioni numeriche:

p=aiiglgl ; A= gfnglrgln ;1= gfaglugbe

e le relative relazioni simboliche

H..S_ — @..H.w: @w_w@m_u : E — Quuu_ @WE@%S ; E — @m..: @%S@%ﬂ.

che esprimono dimensionalmente m, I, ¢, in funzione di Q1, Qu, Q5.
Qualsiasi altra grandezza @, in quanto esprimibile in funzione di m,l,1
risufta esprimibile in funzione di ¢hQ2Qa. In generale, se [Q,] = m= [ar2¢=ma
si ottiene:

[Qn] = @ Q5=Qf™ con Bnj = Bijoeni (2.8)

dove i € fornito dalla eq.ne (2.7) e I'indice i, ripetuto e figurato solo a
secondo membro, si intende sommato da 1 a 3.

In definitiva, pervzssumere (y,Qz, @z come grandezze fondamentali &
necessario € sufficiente che si sia verificata la condizione (2.5) che assicura
Vindipendenza dimensionale di tali grandezze, cloé 'impossibilitd di costruire
con esse un monomio di dimensioni zero, che rappresenterebbe una quantita
adimenstonale, come & facile dimostrare (V.Esempio 2.1).

2.2 I ieoremaw

2.2 1l teorema w

Le equazioni che regelano i fenomeni fisici devono essere riconducibili ad
equazioni tra termini adimensionali. A questo scopo uno dei metodi piit fre-
quentemente impiegati & quello che utilizza it teoreme 7, noto anche come
teorema di Riabucinsky - Buckingham, per quanto gid enunciato da Vaschy.
S3i supponga che nello studio di un fenomeno fisico si sia pervenuti, in ba-
se alle legei elementari che intervengone nel fenomeno o ad osservazioni
sperimentali, alla formulazione di una equazione funzionale del tipo

Qo = Jo(Qu Q2. sy Qs vy Qo T (2.9)

che esprime, senza precisaria, la dipendenza del parametro dimensionale (g
dai parametri dimensionali @, Qa, Q, ........, (2 e dai termini adimensionali
i (rapporti tra grandezze con le stesse dimensioni, ad esempio coefficienti di
forma, di scabrezza, ecc.).

Se il fenomeno & meccanico, assunte Q,, Qq, (1 come grandezze fondamentali®
& possibile riscrivere l'eq.ne (2.9) nelta forma

Qo/ Q" QR Qf =
= [0 Q2 Qs Qo /A Q5P QN0 ., Qua/ QP QB3B3 1) (2.10)

e utilizzare P'eq.ne (2.8) per determinare gli esponenti dei parametri che com-
paiono nel monomio a derominatore di eiascun rapporto, affinché questo
risulti un termine adimensionale, che si indica con 7. Risulta pertanto:

1Qo) = Q1™ Q5= Q4 [Qu] = QP Q5 Q8"; . [Qu] = Q= Qfmfins (2.11)

o = Qo/ Q" QP2 Q™ 7y = Qu/ QP QIS 1, = Qm /QF™ Q2 Qi
(2.12)

Introducendo le eq.ni {2.12) nella eq.ne (2.10) si ottiene

o = f(Q1, Q2 Q3, Ty cvvevry i, 7). (2.13)

3Per quanto detto al paragrafo precedente, le grandezze @4, ()2, (s devono essere di-
mensionalmente indipendenti e contenere le tre dimensioni base m, it In generale, si
indica con r il numero delle dimensioni base necessarie per esprimere dimensionalmente
le variabili in esame; per un fenomeno puramente cinematicd & o risulta r = 2; Per un
fenomeno meccanico r = 3; per un fenomena che involve anche grandezze termodinamiche
T =4, e cosi via. Il corretto valore di r si individua come Ja dimensione de) pil piccolo
minore diverso da zero che si pud estrarre dalla matrice dei coefficienti che esprimono le
grandezze in esame in funzione delle grandezze fondamentali. L'espressione piit generale
del teorema 7 si ottiene ponendo nel seguito » anziché 3.
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Cambiande 'units di misura di @ il primo membro della eq.ne (2.13) re-
sta invariato perché & un numero pure, mentre a secondo membro restano
invariati tuttigli argomenti della funzione f, eecetto Q. Infatti restano
invariati sia i termini @4,...70,,7; perchi sono numeri puri, sia i parametri
(22, Q3 perché non dipendono dimensionalmente da (. La conclusione & che
se la funzione f deve rimanere invariata {perche il primo membro non cam-
bia} essa non pud dipendere da ). In modo analogo si verifica che non pud
dipendere da Qs e Q.

L’eq.ne (2.13) deve quindi essere sostituita da

g = -w.?ﬂr ey .H».u AMHAU
ovvero dalla equivalente equazione, in forma :Ev:.n;m-
..ﬁ.?wmuq_.h_:..uﬂﬁ:ﬁﬂ».u =0, memv

Il teorema 7 trasforma quindi una relazione funzionale del tipo (2.9} nella
forma (2.14) o (2.15).

L’applicazione del teorema # consente di scrivere una relazione tra soli
termini adimensionali, che risultano in numero ridotto rispetto ai parametri
dimensionali (numero di parametri dimensionali m -+ 1, numero dei termini
adimensionali 7 -+ 1 — 3}, ma non precisa, il tipo di dipendenza. Per otte-
nere la forma della funzione f (o della funzione f;) & necessario ricorrere ad
indagini sperimentali o ad analisi teoriche che utilizzano i principi generali
della meccanica.

2.3 Applicazione del teorema w : resistenza al moto
uniforme (condotta orizzontale a sezione circolare)

Si indichi con F (diretta con verso contrario al moto} la resistenza globale
esercitata sulla corrente fluida dalla parete di un tratto di condotta orizzon-
tale lungo L (Figura 2.1) e con Fy = F/L la resistenza per unita di lunghezza,
costante data 'uniformitd del moto®.

Analizzando il fenomeno, st pud ritenere che la F) dipenda dai seguenti pa-
rametri:
s massa volumica p ¢ vistosith g def fuido;

11 fluido deve essere fncomprimibile altrimenti il moto nen potrebbe essere uniforme.
Lincomprimibilith comporta sostanzialmente p = cost (V, Cap. 1}.

2.3, Applicaziane del teorema 7 : resistenza 2l moto uniforme (condotta orizzontale a serione circolure)i?

e velocitd media I/ delia corrente;

o diametro D della condotta;

o parametro di scabrezza v, (r; = ¢/} = rapporto tra Paltezza ¢ della sca-
brezza della parete e il diametro D della condotta).

Non si considerano:

s 'accelerazione di gravitd g, in quanto i tubo & orizzontale;

o Veffetto di comprimibilitd, in quanto il fluido & incomprimibile;

o il parametro di forma, essendo la forma circolare assumta come forma di
riferimento,

L’equazione funzionale che traduce il fenomeno di studio & espressa da

By = fo(p, U, D, iy 7). (2.16)

Assunte come grandezze fondamentali le grandezze p, U, D che risultano di-
mensionaimente indipendenti (V. Esempio illustrativo 2.1) e applicato i
teorema , 'eq.ne (2.16) si trasforma nella relazione fra termini adimensionali

g == f(m4,75) (2.17)

essendo
mo = F /g 01 77 Aoz b3 D= :\Bm.:ﬁ\m.sbmﬂ. {2.18)
Gli esponensi si determinano tenendo conto che
(7] = pPuUfo2Dfos o) = 15 agy =0 ; ags = —2
W =pPulUPeDfa gy =1 qyp = -1 ;43 = ~1.

Dalla applicazione della eq.ne (2.8) si ottiene:
B = Boa=2; fu=1
Bau=1; fu=1; fy=1
Di conseguenza i termini adimensionali ¢ & 7y risultano
Mp = .ﬁ\ncub i my o= p/pUD
e I'eq.ne {2.17) st particolarizza nella
R /pUD = f(u/pUD,7,)

equivalente alla
Fi/oUD = o(pUD/u,7,).
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Nella eq.ne (2.19) compare il termine adimensionale pl/D/u = Uy (v =
1/ p, viscosith cinematica) che si chiama numero di feynolds e si indica con
Re mentre la funzione 4 rappresenta la funzione di resistenza. Si ha dunque

Fy/pU*D = p(Re,1,). (2.20)

Leg.ne (2.20) evidenzia un fatto del tutto generale, e ciod: i fenomeni
della meccanica dei fluidi in cui interviene la viscositd sono rappresentati
analiticamente da equazioni nefle quali compare un numero di Reynolds.

La forma della funzione di resistenza @ dipende sostanzizlmente dal tipo
di regime di moto del fluido. Reynolds, con il suo classico esperimento (Fi-
gura 2.2}, mise in evidenza la passibilita del verificarsi di due distinti refimi
di moto. Infasti, introducendo in una, corrente che si muove di moto unifor-
me entro un tubo trasparente un Aletto dello stesso fluido opportunamente
colorato, si possono avere due diverse situazioni:
(2) un regime laminare, che si verifica per Re <~ 2200 e che & caratterizzato
da velocith tutte parallele all’asse del tubo, senza componenti nelle direzioni
trasversali. I moto avviene per lamine concentriche e il filetto colorato s
mantiene rettilineo e separato dal Auido circostante;
(b} un regime turbolento, che si verifica per Re >~ 2200 e che & caralterizza-
to da velocitd con componenti continuamente fluttuanti nel: tempo sia nella
direzione del motio di trasporto, sia nelle direziont trasversali. Il moto non
avviene pill per lamine concentriche ¢ il filetto colorato s'ineurva e si spezza
dope un breve percorso, causando un mescolamento delle particelle colorate
nel fluido circostante.

Figura 2.1
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2.4  Analisi dimensionale nella meccanica dei fluidi

Nei problemi della meceanica dei fluidi, le grandezze che intervengono s
possono in generale classificare come:
o variabili dipendenti che rappresentanc gli aspetti del fenomeno che si jn-
tende analizzare (forza fluodinamica F, velocita di propagazione di una-per-
turbazione ¢, ecc.);
¢ caratteristiche geometriche (lunghezza significativa L);
e proprieta fisiche del fluido {massa volumica £, viscositd dinamica 1, modulo
di comprimibilita e, tensione superficiale o);
° nmﬁﬁmzmnnﬁm cinematiche (velocita det Auido Uy,
e forze di campo (forza dovuta aila accelerazione di gravita g, ecc);
 parametri adimensionali {di scabrezza r,, di forma Ty, eCC.).

Assumendo come variabile dipendente la forza fluodinamica F, visulta

F= ..acﬁ\... q_ H:tqm..a.qb__q.muq..ﬂv AM.MH—V
equazione che si trasforma, dopo aver adottato come grandezze fondamen-
tali dimensionalmente indipendenti £ U, L ed applicato il teorema 7, nella

equazione tra termini adimensionali

mo = fy(my, w5, mg, e, 74, 7). (2.22)

Utilizzando ancorz il procedimento descritto precedentemente si ottengono
gli esponenti da introdurre nei diversi termini adimensionali

Mo = F/pUL* ; my = p/pUL ; 5= e/pU% ; w5 = o/pUL ; mp = 9L/U?,

che consentona di formalizzare i seguenti numeri puri

Ne = F/pl2L? numero di Newton ;
Re=pULju numero di Reynolds ;
Fr=U//gL numero di Froude ;

Uljelp numero di Mach ;
We=U/\/o/pL numero di Weber.

L'eq.ne {2.22) pud quindi essere seritta nella forma equivalente

Ne = f{Re, Fr, Ma, We,re,my).
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nella quale f & ovviamente diversa da f.

1 numeri puri introdotti hanno un ben preciso significato fisico.

e il numero di' Newton Ne = F/pl/2L? rappresenta il rapporto fra le forze
fuodinamiche e le forze d’inerzia;

e il numero di Reynolds Re = pUL/p o pU' 2L/ uU L rappresenta il rapporto
fra le forze di inerzia e le forze viscose;

e it numero di Froude Fr = UA/gL o pU?L2/pgL? rappresenta una quantita
proporzionale al rapporto tra le forze d’inerzia e le forze peso;

o il numero di Mach Ma = Q\f\m\,_a o pU? L2 e L? rappresenta una quantiti

proporzionale al rapporto tra le forze d'inerzia e le forze elastiche (e = \/e/p
& la celerith delle onde di pressione nel fluido omogeneo ed illimitato);

e il numero di Weber We = UlJefpl o« PURL2 oL rappresenta una quan-
titd proporzicnale al rapporto fra le forge d’inerzia e le forze dovute alla
tensione superficiale.

L’influenza maggiore o minore sulla fimzione f di ciascun termine adimen-
sionale che compare nell’argomento di tale funzione dipende dallimportanza
che nel fenomeno Auodinamico considerato hanno le corrispondenti forze rela-
tivamente alle forze di inerzia. Ad esempio, il numero di Mach non interviene
quando il fluido & ineomprimibile o s comporta come tale (Me <~ 0.3), il
numetro di Weber non influenza i fenomeni in cui sono assenti superfici libe-
re, ecc. Rivestird molta importanza nel seguito il numero di Reynolds, che
caratterizza, se piccolo, moti fortemente viscosi, e, se grande, moti con effetti
di inerzia predominanti sugli effetti viscosi,

Nella descrizione di alcuni fenomeni Possono intervenire proprieta fisiche
non considerate precedentemente, le quali conducono alla definizione dj altri
numeri puri.

La tensione di vapore p, che regola il fenomeno della cavitazione vaporosa
in seno ad un liguido interviene nel numero di Leroux, Le = (p — p,)/ol/2,
che & da tenere presente quando sono possibili fenomeni di cavitazione dovut
all’abbassamento della pressione assoluta fino al valore della pressione di
vapore del liguido.

I coefficiente di diffusivitd termica & interviene nel numero dj Paclet,
Pé = UL/k e, associato al coefficiente di viscosita cinematica, ne] numero
di Prandgl, Pr = wie = Pé¢ JRe. Quest'ultimo & da tenere presente nei
problemi di strato Iimite di fluidi comprimibili dove gli effetti termodinamici
possono essere comparabili agli effetii viscosi.

I fluicli sotioposti a elevate temperature le molecole tendono a vibrare

Similitudine meccanica tra fenomeni Huodinamici

per le collisioni intermolecolari e possono dissociarst negh atomi neutri dando
luogo a gas dissociato. Per valori molto elevati della temperatura il gas si
ionizza e diventa plesma neutro che contiene ioni negativi e ioni positivi in
uguzale quantitd. Le cariche elettriche rendono it gas clettricamente condut-
tore quindi suscettibile di effetti magnetici. La dinamica dei gas ionizzati &
caratierizzata da valori maggiori di uno del numero di Knudsen, Kn = L, /L,
che rappresenta il rapporto tra il libero percorse medio di una molecola L,
e una lunghezza significativa L.

Quando il numero di Mach & molto grande (Ma > 5+6), il gas cambia le sue
proprietd fisiche nei confronti di quelle di gas perfetto e lo schema di mezzo
continuo non & pil accettabile. In particolare Passorbimento di energia as-
soctato con i processi di dissociazione cause nei gas reali un innalzamento di
temperatura minore di queilo relativo al gas perfetto,

Per valori minori del numero di Mach {1l < Ma < 5+ 6), si ha un moto
supersonico per il quale & ancora accettabile I'ipotesi di gas perfetto, ma da-
te le clevate temperature occorre comungue tenere in conto le conseguenti
variazioni della viscositd.

I ' moti dei fuidi che presentano conduttivita elettrica non trascurabile, ¢
sono quindi in grado di interagire anche con campi magnetici, sono oggetto
della magnetoidrodinamica. Si introduce in tal caso il numero di Hartman®,
che & proporzionale al rapporto tra le forze magnetiche e le forze viscose;
Ha = \[s/{uBL o sBLAU/WUL, dove L e U sono una lunghezza e una
velocith significative, s & la conduttivitd eletirica e B Pinduzione magnetica;
nel 51 le rispettive unith di misura sono Siemens su metro {S m™!) e Weber
st metro guadro (Wb m™2}). Se il numero di Reynolds & sufficientemente
grande gli effetti viscosi seno relativamente poco importanti. La magneto-
idrodinamica trova applicazione per i1 controllo della velocita dei missili al
rientro nell’atmosfera, per la propulsione di veicoli spaziali, per il controllo
di fluidi nel campo della medicina, per la conversione statica dell’energia.

2.5 Similitudine meccanica tra fenomeni fluodinamici

Per poter istituire una similitudine meccanica (o dinamica) tra fenomeni
flucdinamici deve esistere, una scala A di riduzione delle lunghezze (similitu-

*La prima definizione della superaerodinamica risale 2 Tsien, 1.5, J. Aeronautic Sci..
vol 13 (2), 1946.

®Hartman, J. and F. Lazerns, Kgl. Danske Videnskals. SeisKabs, Mat. & Fhys. Medd.,
Vol. 15, ni 6-7, 1937
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dine geometrica}, una scala r di riduzione dei tempi (similitudine cinematica)
e una scala @ di riduzione delle forze corrispondenti”. Risulta evidente co-
me la realizzazione di una similitudine tra un prototipo ed un modello sia
equivalente ad un cambiamento delle unitd di misura delle grandezze fonda-
mentali, operazione che mantiene inalterati i valori dei termini adimensionali
che compaiono per esempio nella eq.ne {2.23). Se ne deduce la seguente con-
dizione necessaria per la similitudine meecanica complefa: perché ogni tipo
di forza, attiva o reattiva, segue la stessa scala di riduzione @ occorre che i
corrispondenti numeri puri, che involvono quella forza, conservino lo stesso
valore passando dal prototipe al modello. Indicando con I'apice le grandesze
relative al modello, affinché esista uns similitudine meccanica completa deve
risultare
.

Re=Re'; Fr=Fr'; Ma=Md ;We=We; r,=71; r= Ty (2.24)
Le eq.ni (2.24) associate alla eq.ne (2.23) conducono a
Ne = Ne'

e non comportano, ovviamente, che le quantitd dimensionali, come la ve-
locitd, la viscositd, ecc., che intervengono nei vari termini adimensionali,
debbano essere eguali nel prototipo e nel modello.

2.6 Modelli luodinamici

I modelli fluodinamici sono riproduzioni di fenomeni Auodinamici in scala
geometrica diversa da 1/1. Poiché la conservazione del numere di Newton
neil’originale e nel modello & indispensabile per definire 1a scala della forze, &
immediato verificare che & impossibile realizzare una similitudine completa.

Ad esempio, si voglia conservare nell’originale e nel modello, le cui gran-
dezze sono ancora indicate con gli apici, ghi stessi valori di Re e Fr, ciok

HBe=pUL/p=Re' = gU'L' i/

Fr=Uf\yL = Fr' = U'}\[gL,

“OLtre alla similitudine mecanica tra moti geometricamente simili, qui citate, si
pud realizzare una similitudine meccanica con geometrie distorte opportunamente, per
eliminare, o per accentuare, i particolari aspetti del fenomeno in esame.

2.6. Moedelli Auodinaict

essenda L e U una dimensione e una velocitd significative nell’originale. Si
hanno le due situazioni seguenti:

(a) mantenendo lo stesso fluido € operando a parith di accelerazione di gravita
g devono sussistere le equazioni

UL=U'L'; UNL=U VT

dalle quali, dividendo membro a membro, si deduce il rapporto scala delle
lunghezze, A = I'/L. Risulta

ULVLJU = V' LVID U 3 32 =1 ovvero A =1, (2.25)

quindi il modello deve coincidere con I'originale.

{b) cambiando fluido e operando ancora a parita di accelerazione di gravita
g risultano le equazioni

ULfv =0}V UNLE=U VT {2.26)

dalle quali si deduce
ULVLIU = (v YU'LNVT U 332 = vfv' ovvero A= (1), (2.27)

La scelta del fluido da utilizzare nel modeflo risulta pertanto legata alla scala
delle lunghezze.

Le considerazioni svolte evidenziano la necessith di passare da una si-
militudine meccanica completa ad una similitudine meccanica parziale. Li-
mitando Pindagine al caso in cui si utilizza nell'originale e nel modello lo
stesso fluido, si possono conservare solo due numeri puri. Volendo assumere
arbitrariamente la scala delle lunghezze A, si attua la similitudine parziale
di Reynolds, o di Froude, o di Mach, o di Weber a seconda che si manten-
ga oltre al numero di Newton, necessario per la determinazione della scala
delle forze, rispettivamente: Re (Re = Re') ; Fr (Fr = Fr') ; Ma (Ma =
Ma') ; We (We=W¢). La scelta del tipo di similitudine parziale da adot-
tare dipende -dal fenomeno fisico in studio e dalPimportanza delle forze in
gioco nei confronti delle forze di inerzia:

s la similitudine di Reynolds & caratteristica dei fenomeni in cui sono signi-
ficative le forze viscose : moto uniforme delle condotte, resistenza al moto di
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un corpo totalmente immexso in un fluido, ecc. (le forze viscose diventano
trascurabili ad elevati valori di Re);

o la similitudine di Froude & caratteristica dei fenomeni in cui sono significa-
tive le forze gravitazionali : efflussi da luci, moti ondosi senza trasporto di
massa, ece. (le forze gravitazionali diventano trascurabili ad elevati valori di
Fr);

o la similitudine di Mach & caratteristica dei fenomeni in cui sono significativi
gli effetti della comprimibilita def fluido : propagazione di onde di pressione
di fluidi comprimibili, ecc. (gli effetti della comprimibilita sono trascurabili
& bassi valori di Ma);

o la similitudine di Weber & caratteristica dei fenomeni in cui sono significati-
ve le forze dovute alla tensione superficiale come: onde di capillarits, ece. (le

forze dovute alla tensione superficiale diventano traseurabili ad elevati valori
di We).

51 esaminano in dettaglio le similitudini parziali di Reynolds e di Froude.

2.7 Similitudine parziale di Reynolds

Supponendo di utilizzare lo stesso fluido nell’originale e nel modello, deve
risultare

Ne=N¢ (2.28)

Re = Re' {2.29)

Dalla eq.ne (2.29) si deduce ur: legame tra la scala delle lunghezze A e le scale

dei tempi, T = ¢/t', infatti assamendo ancora L e U come una dimensione e
una velocith significative del fenomeno si ottiene

UL=UL UV = L'/L

ovvero, essendo /U = L'/ I't,

7= A2, (2.30)

ciot la scala di riduzione dei tempi & eguale al quadrato della seala di riduzione
delle lunghezze.

Similitudine parziale i Froude

Dalla eq.ne (2.28) si deduce quindi la scala di riduzione delle forze, ¢ = F/F",
infatti risulta

.m..,\‘mn: = thbm\bQEH\m
quindi, tenendo presente 'eq.ne (2.30),

w= Pa\ﬂu =1 ﬁMwHu

cio® la scala di riduzione delle forze & unitaria {nel modello e nell’originale si
hanno, in punti corrispondenti, forze uguali).

2.8 Similitudine parziale di Froude

Supponendo di utilizzare lo stesso fluido nell’originale e nel modello, e
uguale il valore detla accelerazione di gravita, deve risultare

Ne' {2.32)

Fr, (2.33)
Dalla eq.ne (2.33) si ha

UNL =U NI UjU = \[Lj1

da cui s deduce

=V (2.34)

cio® la scala di riduzione dei tempi & uguale alla radice quadrata della scala
di riduzione delle lunghezze.
Dalla eq.ne (2.32), introducendo la scala di riduzione delte forze ¢ = F/F",
si ha

p= /7

quindi, tenendo presente Peg.ne (2.34)

o =M

La scala di riduzione delle forze & uguale al cubo della scala di riduzione delle
hunghezze, cioé é uguale alla scala di riduzione dei volumi, essendo g ugunale
nel modello e nel prototipo.
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2.9 Esempi illustrativi

Esempio 2.1°
81 dimostri che le grandesze; £ = massa volumica, I = velocity media, D=
diametro di una condotta, sono dimensionalmente indipendenti. Si dimostri

inoltre che é impossibile costruire con tali grandezze un monomio privo di
dimensioni.

Con riferimento alle grandesze fondamentali m, I, 2, si ha:

p)=mi=; oy =1, Qg = ~3; oy = —0
1 -3 ¢
—Qﬁ :LmDm_ﬂoQOn"”_. ; Oy = —1 _Qu.u.“ﬂ 0 1-1 =1#£0
0 1 o
(D] =1 ion=0; ap=1; ag=0
St costruisca ora con le tre grandezze date un monomio con esponenti
@ 8,7, tali che p*UP D" sia un mumero puro,

Con riferimento ancora alle grandezze fondamentali, il monomio si pud espri-
mere nella forma me-de+btr—0 o0

a=0
=da+f+y=10
-B=0.

L'unica soluzione del sistema fsultac=F =y =0, pertanto non & possibile

trovare tre esponenti diversi da zero tali che il monomio sia privo di dimen-
sioni.

Esempio 2.2 ‘
Una piastra rettangolare liscia di lati L ¢ ¢ si muove in un gas, in direzione

nermale al suo piano, con veloeiti costante U, Individuare la relazione fun-
zionale relativa al coefficiente di resistenza Cy,.

Ritenenda trascurabile Veffetto della gravita e considerando i} fluido indefi-
nito, risulta

R=folp,U L, e, o) (2.35)

m.ﬁw:ao indicato con m? a momanmmnw ed avendo assunto L come lunghezza
significativa. L'applicazidhe del teorema « alla eq.ne (2.35) conduce, dopo
aver adottato come grandezze fondamentali o U, L, alla equazione

R/pUPL = f,(ufpUL, e/pl%, o/L) = f'(Re, Ma, a/L)

2.8, Esempi illustrativi

Introducendo il coefliciente di resistenza Cg definito dalla equazione

Cr= x\Wmeb {A =al area della piastra)

si ottiene

Qh = uq:.,wm. b...a—_n.; D\\.H.u
Net caso pilt generale quindi il coefficiente Cp dipende dal numero di Rey-
nolds, dal numero di Mach e dal rapporto a/L. Per precisare la funzione f
si pud ricorrere a indagini sperimentali. Risulta che:
o per Ma < 0.3,Cpr non dipende praticamente da Me (effetto della compri-
mibilitd non significative);
o per Re > 10%, Cg non dipende praticamente da Re (effetto della viscosita
non significative);
e per Ma < 0.3 e Re > 10%, Cp, dipende da o/L come mostra la Figura 2.3,
che riporta la curva ottenuta con indagini sperimentali,
Panalisi precedente pud essere estesa a corpi di forma qualsiasi. La Figura
2.4 indica, per un corpo a simmetria assiale, la influenza su Gy, della compri-
mibilita del fluido, per alti valori di Ma, che si realizzano in corrispondenza
di alti valort di Re.

BEsempio 2.3 *

Studiare per mezzo dell’analisi dimensionale la velocita dj propagazione ¢ i
onde di ampiezza H = 2a e lunghezza d’onda I, che evolvono su altissime
profondita, Trascurando in ogni caso Peffetto della viscositd, considerare le
tre condizioni: (a) effetto della gravitd predominante; {b) efletto della tensio-
ne superficiale predominante; (c) tensione superficiale e gravita ugualmente
significative,

(a) Effetto della gravitd predominante (onde di grevitd). Risulta
c= folo,L,g, H.. ).
Assumendo come grandezze fondamentali p, L, g ed applicando il teorema =
si ottiene
o/\l9L = J(H/L); Fr=f(H/L),

Se H/L — 0 (teoria lineare, onde sinusoidali), f assume un valore costante
che, da analisi teoriche o da indagini sperimentali, risulta 1/4/2x. Quindi

Fr=1/V2r ; ¢= \JgL/2r. (2.36)
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M& wmm_;o della tensione superficiale predominante (onde d4 capillaritd).
isulta

e= folp, Lo, H ).

\wmwcﬂmmao come grandezze fondamentali # L, o e applicando il teorema
51 ottiene V'equazione

c/olpl = J(H/L) ;We = f(H/L).

Se m /L - 0, f assume ancora un valore costante che, da analisi teoriche o
da indagini sperimentali risulta /27, Quind;

We=+v3r; c= Vara/pL. (2.37)

{¢) Tensione superficiale e gravita egualmente significative, Risulta"

c= bncﬂb..q_c.-hum... ..‘u

Assumendo come grandezze fondamental; £ 9,0 e applicando il teorema 7 si

¢/V9o/p= J(L}\Jalpg, H/L) (2.38)

ottiene Pequazione

Se H/L — 0, l'eq.ne (2.38) si semplifica nella

/\95/0 = f(L]\/o/pg)

e da analisi teoriche o da indagini sperimentali si ricava la funzione f, Risulta,
dopo opportune trasformazioni,

¢= /oL 2n 4 2ra/pL. (2.39)

~._ termine adimensionale che compare ad argomento della funzione S nel-
1 eq.ne (2.38) & eguale al rapporto We/Fr, Come indica ia Figura 2.5, per
piccoli ,.&_E.m di tale rapporto (< 2} & predominante Veffetto della wmsmwozm
mﬂ._,vmwmnﬁ_m e Peq.ne (2.37) fornisce una buona approssimazione per ¢. Per
pint alti valori di tale rapporto diventa predominante Veffetto della gravity e
la eq.ne (2.36) fornisce unz buora approssimazione per c. I due effetti mcsm
entrambi significativi perilWe/Fr a2 27,

Esempio 2.4 *
Studiare per mezzo dell'analisi dimensionale Ia possibilita di valutare con an

2.9, Esempi Hlustrativi

modello tesistenza R al moto incontrata da una nave.
La resistenza R & sostanzialmente dovuta alla resistenza di attrito della
carena e alia resistenza d’onda; visulta di conseguenza, essendo le onde di
gravita,

B = fylp, Q,h.t_bvu.nv

in cui L, U rappresentano la lunghezza e la velocits della nave; p, 1 la massa
volumica e la viscosita dell’acqua di mare, =, il parametro di scabrezza della
carena. Assumendo come grandezze fondamentali p, U L e applicando il
teorema =, si perviene all’equazione

RfpU*L? = f.(u/pUL, gL{U% ) ; Ne = f(Re, Fr,r,). {2.40)

Essa evidenzia la pratica impossibilitd di istituire una similitudine meccani-
ca completa tra il prototipo ed un modello (la sperimentazione su modello si
effettua con acqua dolee: di conseguenza il rapporto tra le viscositd cinema-
tiche & molto vicino ad uno cid che comporta, come risulta dalla eq.ne.(2.27),
una seala di riduzione delle lunghezze anch’essa prossima a uno e quindi non
adattabile). Questa osservazione & di notevole importanza in quanto sta a
significare che le vasche navali, utilizzate per determinare la rvesistenza al
moto di un modello per trasferivia al prototipo, devono operare similituding
parziali.

Supponendo di poter sovrapporre gli effetti e indicande R, e R, le resistenze
di attiito e d’onda, si pud adottare per l'eq.ne {2.40) la forma

Ne= falRe,r,) + fo{r) = R, /pUL? + R,/ pUL2 {2.41)
dalla quale si deduce
folFr) = Ne~ fo(Re,r,). (2.42)

Riferita al modello, 'eq.ne (2.42) diventa, adottando ancora per il modello
le grandezze con apice,

Fo(Fr') = Né' ~ fi(Re', ). (2.43)

La funzione f;(Fr'} pud essere individuata ricavando sperimentalmente Ne¢' =
R'/pUPL? ¢ calcolando fa utilizzando per esempio la formula di Froude che
fornisce la resistenza di attrito R}, nella forma

»ﬂ — H«%M,Q:.Sa (2.44)
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in cui K & una costante dimensionale, f un coefficiente adimensionale i
attrito funzione del parametro di scabrezza, 5' la superficie i carena del
modello, I la velociti del modello (UI'=Fr'. J§T7: Re' = wLf.
Individuata dalla eq.ne (2.43) la funzione Fo(Fr), s istituisce Ja similitudine
di Froude tra il modello e i) protatipo, ciok Fr' = Fr, cid che comporta
JolFr) = Ji(Fr). .
Nota quindi la funzione Jo(Fr), si caleola la funzione fa utilizzando ancora
Peq.ne (2.44) particolarizzata con le grandezze relative al prototipo, Dalla
eq.ne (2.42) si calcola la funzione Me » quindi la resistenza al moto incontrata
dalla nave risulta B = plU?L? . Ne.

Esempio 2.5
Indagini sperimentali mostrano che I'energia per unita di peso AH, forni-

2.9. Esempi Hustrativi

Si ottiene per il rapporto scala tra le velocita

oY1

YET TV
da cui, essendo U7 = 60 I{m/h = 16.67 m s7, si ottiene
0.48-107¢
18.§-10-¢

1l rapporto scala tra le forze risulta

T gl 983 /0.48.10°°

Hl.l”l.._,cw.ywthii — = —

= o\ 1.06 \ 188 10-6

U' = 16.67 - 20 = 8.5Im s

2

e quello tra i momenti .

T -
tnﬁiﬂ A=

1V 33

ta o utilizzata in una turbornacchina, dipende dalle seguenti grandezze: D,
diametro del rotore; @, portata volumetrica del fluido che attraversa Iy fur-

bomacchina; N, veloeitd di rotazione; v, viscositi cinematica; g, gravita,
Risulta cio@

Esempio 2.7
In un M:uo orizzontale di diametro D = 0.20 m scorre acqua alla temperatura

. W U =3
di 15°C {p = 993.1 Kg m™%; p = 000114 Pa- s), ¢ alla velocith media U

%

e
<

o

i

et

&

S

st N y m=3 o =
AH = f,(D,Q,N,v, ). W_mgﬁgmsﬁ.m la velocith di un olic combustibile {p = 948 Kg m™; n

0.0051 Pa - s) che si 1nuova nella stessa condotia in modo da avere due moti

i

o

Esprimere la dipendenza in forma adimensionale.
Osservando che le grandezze in gioco sono puramente cinematiche, in quanto dinamicamente simili. . vando Re e Ne
le dimensioni di AH sono di una lunghezza e quelle di @ sono un volu- ] Si adotta la similitudine di Reynolds, conservando He
me diviso per un tempo (V. Cap. 13), & sufficiente scegliere due grandezze : Re' = Re : pUD = D
dimensionalmente indipendenti, siano D e N, Applicandoe i teorema 7 si T i #
ottiene P d F

A (2 ) r Ne = Nei —ies =

e

o

DEN' DN DNE locita
Esempio 2.6 g Si ottiene per il rapporto scala _Hme <m.oﬁ. i
Si vuole determinare la forza esercitata su una torre per effetto di un vento s v = E
che spira sulla sezione media alla velocita, di 60 Km/h. U e
Si opera in un tunnel a acqua tramite un modello in scala ) = 1/20. Assu-

mendo uguali e pari a 60°C 1a temperatura dell’aria e dell’acqua, si valuti Ja . Ea
velocita nel modello e il rapporto scala dei momenti rispetto aila hase della 0.00114/993.1

torre. : Il rapporto scala tra le forze risulta, essendo A =1
Si adotta la similitudine di Reynolds, quindi, conservando Re e Ne si ha : oo gut

LA I
. Qs F P
sRe' = Re ‘Q]h vL :
e v v

da cui

=3 = 1406 57!

g 948 . 14.062
b F Er . 0= = 21.

b . 132
N = Nei = 593

ww.v.w

v
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