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Prefazione
I materiali e i mezzi superidrofobici sono studiati per la loro proprietà di minimiz-
zare le interazioni solido-liquido.
L’attenzione e l’osservazione dei fenomeni legati alla superidrofobicità vede le sue
radici nel mondo animale e vegetale, dove vi sono svariati esempi di come la natura
si è adattata e migliorata al fine di creare superfici quasi totalmente repellenti al-
l’acqua.
Aspetto fondamentale è il mantenimento di uno strato di gas tra le microscopiche
asperità superficiali del solido e il liquido sovrastante, al fine di permettere lo scor-
rimento del liquido sulla parete e una conseguente riduzione dell’attrito.
La seguente trattazione vuole fornire un’analisi dell’interazione del moto di un flui-
do (acqua) su superficie superidrofobica, simulata imponendo precise condizioni al
contorno.
É inoltre oggetto di studio lo sviluppo di analisi sperimentali, svolte in laborato-
rio, che mirano alla valutazione delle prestazioni del materiale superidrofobico sia in
termini di grandezze caratteristiche che di coefficienti legati all’attrito.

Abstract
Superhydrophobic materials are studied for their property of minimizing solid-liquid
interactions.
Initial observations of superhydrophobic behaviour were made in the plants and
animals kingdoms, since Nature adapts and improves over time in order to attain
optimal properties, such as, for example, a surface which is almost totally repellent
to water.
A fundamental requirement to maintain superhydrophobicity is the existence of a
layer of gas (a plastron) between the microscopic surface roughness of the solid and
the liquid, which permits a smooth flow of the liquid on the wall with reduced fric-
tion.
This thesis aims to provide an analysis of the interaction between a fluid (water) and
a superhydrophobic surface, simulated by imposing precise boundary conditions.
The development of experimental analyzes, carried out in the laboratory, aimed
at evaluating the performance of the superhydrophobic material, both in terms
of characteristic quantities and coefficients related to friction, is also subject to
verification.

III



Ringraziamenti

Ringrazio il Prof. Bottaro per avermi dato l’opportunità di svolgere questa tesi che
mi ha insegnato tanto, per avermi seguita con costanza e per la sua infinita dispo-
nibilità e tempestività nel rispondere ad ogni mia richiesta.
Un sentito ringraziamento va al Dott. Lagazzo che mi ha aiutato durante le attività
condotte in laboratorio e che con pazienza mi ha permesso di conoscere l’affascinante
mondo della sperimentazione.
Grazie alla Dott. Delucchi e al Prof. Boragno per i loro consigli e le loro preziose
osservazioni e a Sahrish Batool Naqvi per i suggerimenti pratici di grande aiuto du-
rante l’elaborazione della tesi.

Uno speciale ringraziamento va alla mia famiglia.
Alla mia mamma, Nadia, capace di credere in me più di chiunque altro.
Al mio papà, Stefano, da sempre il mio più grande sostenitore.
Ai miei quasi fratelli, Chiara e Luca, che hanno saputo darmi la carica nei momenti
di sconforto.
Ai miei zii, Marina e Daniele, che da sempre mi sono accanto in ogni mio percorso.
Ai miei zii, Bruna e Paolo, e a mia cugina Sara per avermi supportata in ogni occa-
sione.
A tutti i miei familiari e a chi mi è stato accanto per avermi fatto sentire importante,
amata e sostenuta.

Grazie ai miei amici, agli amici storici e agli amici incontrati da poco, ai compagni di
studio e ai compagni di avventure, ognuno a modo suo mi è stato accanto e sarebbe
stato più difficile senza di voi.

Ringrazio con tutto il mio cuore Ercole che, tenendomi per mano, ha gioito per i
miei successi e mi è stato accanto nei momenti difficili, mi ha guidata con i suoi
consigli e mi ha sempre fatto capire quanto sia fiero di me. É tutto più speciale con
te al mio fianco.

Grazie al mio angelo custode, la mia nonna Silvana, che mi ha trasmesso l’amore
per lo studio, la passione nel raggiungere i propri obiettivi e l’umiltà. Anche a lei
dedico questa tesi, a lei che non ha avuto i mezzi per inseguire il sogno di studiare,
ma che grazie alla sua curiosità e alla sua intelligenza è sempre riuscita a volare in
alto.

IV



Indice

Simbologia 1

1 Introduzione 3

2 Studio della letteratura 4
2.1 Aspetti generali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
2.2 Accenno alla biomimetica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
2.3 Realizzazione superfici SH . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
2.4 Tecnologie ed applicazioni . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

3 Formulazione matematica 11
3.1 Equazioni iniziali, continuità e quantità di moto . . . . . . . . . . . . 11
3.2 Sviluppi asintotici equazioni caso micro . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

3.2.1 Sviluppo asintotico delle variabili . . . . . . . . . . . . . . . . 14
3.2.2 Equazioni riscritte con sviluppi asintotici . . . . . . . . . . . . 14
3.2.3 Sforzi Tangenziali e Normali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3.3 Risoluzione del problema all’ordine principale O(ε0) . . . . . . . . . . 18
3.4 Risoluzione del problema al primo ordine O(ε1) . . . . . . . . . . . . 21
3.5 Sviluppo dettagliato dei nove problemi O(ε) . . . . . . . . . . . . . . 23

4 Il metodo agli elementi finiti e FreeFEM++ 27
4.1 Richiami sugli spazi funzionali lineari . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27
4.2 Metodi variazionali . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4.2.1 Il metodo di Galerkin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
4.2.2 Formulazioni deboli . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

4.3 Il metodo degli elementi finiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3.1 Elementi finiti mono-dimensionali . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.3.2 Elementi finiti triangolari . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

4.4 FreeFEM++ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

5 Problema bidimensionale 35
5.1 Risoluzione del problema all’ ordine principale O(ε0) . . . . . . . . . 35
5.2 Risoluzione del problema al primo ordine O(ε1) . . . . . . . . . . . . 37

6 Problema tridimensionale 42
6.1 Creazione della geometria e della mesh . . . . . . . . . . . . . . . . . 42
6.2 Caso 1: pilastrino . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

6.2.1 Ipotesi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
6.2.2 Analisi dei risultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

6.3 Caso 2: cavità . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6.3.1 Ipotesi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
6.3.2 Analisi dei risultati . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49

7 Qualche esperienza di laboratorio 51

V



7.1 Realizzazione dischetti superdidrofobici . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
7.2 Misure dell’angolo di contatto statico . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53
7.3 Misure dell’angolo di tilt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
7.4 Analisi morfologica del dischetto . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

7.4.1 Microscopio ottico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
7.4.2 Microscopio elettronico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7.5 Analisi del coefficiente di momento: il reometro . . . . . . . . . . . . 67

8 Conclusioni 72

VI



Simbologia
Simboli

α . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Angolo di contatto

γ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tensione superficiale

A . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Tensione di adesione

r . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Fattore di rugosità

t̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Variabile di tempo

û . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Vettore velocità

p̂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Vettore pressione

ρ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Densità del fluido

µ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Viscosità dinamica del fluido

Re . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Numero di Reynolds (caso Macro)

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Numero di Reynolds (caso Micro)

ε . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Rapporto lunghezze

ŜTx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sforzo tangenziale lungo x

ŜTz . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sforzo tangenziale lungo z

ŜN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Sforzo normale

λx . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Coefficiente usato nel caso Macro a Y=0

m12 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Coefficiente usato nel caso Macro a Y=0

Φs . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Grandezza legata alla geometria

λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Grandezza dipendente da Φs
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W . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Distanza tra due cerchi (caso 1)

w . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Diametro del cerchio (caso 2)

b . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Dimensione del lato del quadrato di base

u+∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Variabile dipendente microscopica

y∞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Lunghezza di slip

θ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Angolo di tilt

Cm . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Coefficiente di momento

R . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Raggio del dischetto

ω . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Velocità rotore reometro

ν . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . Diffusività cinematica
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1 Introduzione

Dalla contemplazione della natura è nato l’interesse per la superidrofobicità.
Nel tentativo, ancora attuale, di riprodurre la perfezione dei fenomeni e dei sistemi
naturali, l’uomo studia e osserva il cosiddetto "effetto loto", il cui nome deriva dalla
pianta di loto, nota per le sue proprietà autopulenti e fortemente idrorepellenti.
Accade che le foglie di loto a causa del loro rivestimento costituito da numerosi
cristalli di cera idrofobica, risultano essere più repellenti all’acqua poichè il reale
contatto tra la goccia d’acqua e la superficie d’appoggio è minimale, grazie alla for-
mazione di uno strato di gas che rimane intrappolato fra le asperità della superificie
ruvida e il peso della goccia fa sì che quest’ultima scivoli via.
Oggetto della seguente trattazione è l’analisi del moto dell’acqua su una superficie
superidrofobica, simulata grazie all’imposizione di differenti condizioni al contorno
su una semplice geometria piana.
Il problema è trattato considerando due diversi domini, macro e micro; il primo cor-
risponde alla regione macroscopica del moto, quindi tutto ciò che avviene lontano
dalla parete, mentre il secondo corrisponde alla sola porzione di fluido in prossimi-
tà di questa. Affinchè i due domini siano collegati tra loro, vengono imposte delle
condizioni di raccordo.
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2 Studio della letteratura

2.1 Aspetti generali

Le superfici superidrofobiche (SH) sono definite facendo riferimento a una condizione
di staticità, nella quale si osserva che ponendovi una goccia di acqua sopra questa
mantiene una forma quasi sferica.[1]
Si definisce a tal proposito una grandezza importamente nella trattazione di questi
materali, ossia l’angolo di contatto.

Figura 2.1: Angolo di contatto

L’angolo di contatto (α) è definito come l’angolo formato dall’incontro dell’interfac-
cia liquido-vapore con l’interfaccia liquido-solido; se α è minore di 90° la superficie
è idrofila, se supera i 90° è idrofobica.
Si parla di superidrofobicità, per angoli di contatto α maggiori di 150°.
Un’altra grandezza che è utile definire è l’energia o tensione superficiale o di inter-
faccia γAB, che rappresenta il lavoro per unità di superficie richiesto per aumentare
l’area della sostanza A a contatto con la sostanza B.
La tensione superfciale propria di un materiale deriva dal potenziale di legame delle
molecole; maggiore è la capacità di creare legami con altri materiali, maggiore sarà
la tensione superficiale.
Dall’equilibrio tra le forze adesive, nate dall’interazione solido-liquido, e le forze coe-
sive, si definisce il grado di bagnabilità del materiale.
Con riferimento alla seguente figura, lo scienziato britannico Young propone una for-
mula per calcolare la tensione di adesione A su una superficie piana, chimicamente
omogenea e liscia, sulla quale vi è uno stato di equilibrio solido-liquido-gas.

A = γSG − γLS = γGL ∗ cosα

Figura 2.2: Grandezze proposte nella formula di Young
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Con L,G e S si intende rispettivamente la fase liquida, gassosa e solida; α è l’angolo
che si è definito precedentemente e che permette di definire il livello di bagnabilità
e quindi la tipologia di superficie.
Successivamente Wenzel introdusse una nuova legge nella quale si tiene conto anche
del grado di rugosità della superificie; ciò permette di analizzare i fenomeni di supe-
ridrofobicità con maggiore aderenza alla realtà.
Si parla infatti di effettiva tensione di adesione, poichè il termine A è moltiplicato
per r (fattore di rugosità):

rA = γ ∗ cosαw

Il modello può essere ulteriormente semplificato, secondo Wenzel, esprimendo l’e-
quilibrio dell’angolo di contatto è dato da:

cosαw = r ∗ cosα

La presenza del parametro r spiega come la rugosità, propria del materiale, rinforzi
e migliori la caratteristica di superidrofobicità, rispetto a una superficie totalmente
liscia e quindi priva di asperità.
Un aspetto problematico è la presenza di un fenomeno, chiamato isteresi dell’angolo
di contatto. A causa di un’asimmetria si crea una differenza di pressione di Laplace
tra la parte posteriore della goccia e quella anteriore, dovuta alla differenza di cur-
vatura che la goccia assume su un piano inclinato in condizioni statiche.
L’isteresi, definita come ∆α = αa−αr, dipende dalle proprietà della superficie (con
αa si intende l’angolo di contatto anteriore, con αr quello posteriore) e non deve
superare il valore di 5°.
L’analisi e le osservazioni fatte riguardo la rugosità e l’isteresi, evidenziano come la
struttura e la composizione fisico-chimica del materiale influenzi enormemente i fe-
nomeni di superidrofobicità; accade che se l’area di contatto liquido-solido si riduce
e il gas è rimasto intrappolato nelle asperità, la condizione di ultra- o superidrofo-
bicità è raggiunta e si assiste a un fenomeno detto Cassie-Baxter o fakir state, per
cui le gocce sono sospese sullo strato di gas.

Figura 2.3: Goccia sospesa
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Cassie-Baxter proposero la seguente formulazione:

cosαF = f1 ∗ cosα− f2
con f1 si intende l’area totale del solido per unità di area proiettata sotto il liquido
e f2 è definito in modo analogo per l’interfaccia aria-liquido.
Riassumendo si ha che le due fondamentali proprietà affinchè una superficie possa
essere definita come superidrofobica sono:

• bassa tensione superficiale;

• adeguata rugosità.

Per quanto riguarda la rugosità, le superfici semplicemente microstrutturate (stato
Cassie-Baxter, immagine a sinistra) possono subire una transizione di bagnatura con
un rapido esaurimento dello strato di gas (o delle bolle di gas), per cui ne consegue
il passaggio allo stato di Wenzel (immagine centrale).
In condizioni statiche ciò avviene al di sopra di una differenza di pressione critica tra
il liquido e il gas, che è in funzione della scala di rugosità, della tensione superficiale
γ e dell’angolo di contatto α. Può verificarsi che il passaggio allo stato di Wenzel
avvenga a causa della solubilità dei gas in acqua, per reazioni chimiche o effetti Ma-
rangoni.
Utilizzando superfici micro e nanostrutturate (immagine a destra) si ha che l’angolo
di contatto α è prossimo a 180°, ciò provoca un angolo di contatto maggiore e una
più elevata stabilità energetica che posticipa o talvolta evita il passaggio allo stato
di Wenzel.

Figura 2.4: Stato di Cassie-Baxter, Stato di Wenzel, Superfici micro e
nanostrutturate

Il maggior ostacolo nella produzione di materiali SH performanti, risiede nella con-
trastante natura di due grandezze, ossia la lunghezza di slittamento e la transizione
di bagnatura; al miglioramento di una, si assiste al crollo dell’altra.
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2.2 Accenno alla biomimetica

La curiosità per i fenomeni superidrofobici nasce dall’ammirazione e osservazione
della natura.
Si suppone che l’inizio di tali studi, sia iniziato nel 1997 con Barthlott & Neinhuis
con un’analisi sulle foglie di loto; dopodichè l’attenzione su questo argomento e di
conseguenza le pubblicazioni sono aumentate esponenzialmente.
Le foglie di loto, anche in condizioni esterne ostili, hanno la proprietà di essere stabili
nello stato Cassie-Baxter, analizzato precedentemente, ciò è legato alla particolare
struttura superficiale, detta a due scale.

Figura 2.5: Struttura a due scale

La microscopia elettronica ha permesso di studiare la superficie delle foglie di loto
ed è emerso che presentano delle protuberanze sporgenti di circa 20-40 µm, ciascuna
delle quali è ricoperta da una scala più piccola di cristalloidi di cera epicuticolare,
che coprono la superficie esterna della pianta e svolgono un ruolo cruciale nella cre-
scita, nello sviluppo e nell’adattamento della pianta all’ambiente. Tale caratteristica
è l’origine di superidrofobicità e proprietà autopulenti della foglia di loto.
Sulla base degli studi sulle foglie di loto, vengono prodotte superfici superidrofobi-
che artificiali secondo due tipi di approcci: con la creazione di strutture gerarchiche
(micro e nanostrutture) su substrati idrofobici o con la modifica chimica di una su-
perficie strutturata con una bassa energia libera superficiale.

Figura 2.6: Gocce sospese sul plastron di gas
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Numerosi studi hanno confermato che la combinazione di rugosità gerarchica insie-
me ad una bassa enegia libera superficiale ha portato alla fabbricazione di superfici
superidrofobiche con ottime proprietà.

Proprietà interessanti sono state studiate anche nel mondo animale, in particola-
re degli insetti.
Il Gerris remigis presenta sulla superficie delle zampe una micro e nano-struttura
gerarchica, con sete aghiformi orientate longitudinalmente, di lunghezza intorno ai
100 µm e diametro compreso tra alcune centinaia di nanometri e 3 µm.
L’azione delle sete è quella di far riposare l’insetto senza sforzo e far sì che possa
manovrare rapidamente e con facilità sull’acqua.
Un’altra specie interessante sono le farfalle e le falene, esse presentano una struttura
a due scale e hanno le ali coperte da milioni di minuscoli cristalli fotonici (dalle
dimensione di circa 100 µm) costituiti da chitina, un materiale idrofobo con angolo
di contatto α prossimo a 100°, e disposti sulle ali della farfalla come le tegole sul
tetto di una casa. Nelle ali passano delle nervature, composte da una superficie
permeabile all’aria.

Figura 2.7: Struttura ala di farfalla

Quest’immagine riproduce la struttura di un’ala di farfalla; l’aria può fluire dalla
lamina superiore alla regione impermeabile interna (lamina inferiore) attraverso l’in-
terfaccia porosa. La lamina superiore è costituita da creste, di periodicità prossima
a 2 µm, e solchi con aperture discrete, che consentono all’aria di fluire attraverso.
Le due lamine vengono mantenute separate da strutture, chiamate trabecole.
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2.3 Realizzazione superfici SH

Sono stati sviluppati negli anni svariati metodi per la realizzazione di superfici su-
peridrofobiche, tutti basati sulle proprietà che stanno alla base di questi materiali
ossia la bassa energia superficiale e un’adeguata rugosità.
I materiali che meglio si prestano sono i polimeri che, grazie alla loro versatilità, si
adattano bene a essere lavorati per creare questo tipo di superfici.
Spesso si utilizzano processi di microfabbricazioni sviluppati da industrie elettroni-
che, tuttavia hanno costi molto elevati, sia per l’elevato grado di tecnologia, sia per
la necessità di un elevato voltaggio e sia per il ritmo di produzione lento.
Un’altra tecnica, più economica della precedente, è quella di fusione in una fase. Le
proprietà idrofobiche che si ottengono sono buone, tuttavia la struttura fibrosa pre-
senta una bassa resistenza all’abrasione e difficoltà per la produzione in larga scala.
Un’altra opzione è la deposizione fatta con spray, permette di rivestire ampie aree.
Tuttavia la tecnica più semplice rimane quella per abrasione meccanica diretta della
superficie; sono utilizzati dei grani di cartavetrata per creare le asperità sulla base
liscia di partenza e a seconda degli angoli di contatto e di quelli di isteresi misurati
è possibile classificare e catalogare le superfici ottenute.
Di seguito vi sono quattro immagini SEM (Scanning Electron Microscope) di super-
fici superidrofobiche realizzate mediante irruvidimento di materiali a base di silicone,
mediante l’utilizzo di laser pulsato (a), nanocasting (b), elettrofilatura (c), colata di
dimetilformammide (d). [2]

Figura 2.8: Immagini SEM
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2.4 Tecnologie ed applicazioni

Negli ultimi anni l’attenzione degli studiosi è stata rivolta principalmente alla pos-
sibili diverse applicazioni.[3]
Tra le principali proprietà delle superfici SH vi sono le seguenti:

• antighiaccio e antigelo;

• antimicrobica;

• super-repellente;

• autopulente;

• anticorrosiva;

• adesiva e magnetica.

Alcuni esempi degli usi più comuni sono: la protezione delle apparecchiature elet-
triche, la protezione dai danni e dalla corrosione del metallo, legno o tessuti, la
protezione delle ali degli aerei o delle linee di trasmissione dall’accumulo di ghiaccio,
la pulizia dei parabrezza delle auto o delle porte delle docce, ecc...
Tra gli sviluppi futuri vi è la potenziale applicazione dei rivestimenti SH sulle navi
per la riduzione della resistenza aerodinamica e sulla carena delle navi per l’anti-
vegetativa, ossia un trattamento speciale che si applica sulla parte della barca che
rimane immersa in acqua con l’obiettivo di ridurre la formazione di alghe, evitando
così un crollo delle prestazioni e un conseguente aumento dei consumi.
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3 Formulazione matematica

Il problema verrà trattato analizzando separatamente due sottodomini che chiame-
remo domini macro e micro; il primo corrisponde alla regione macroscopica del moto,
mentre il secondo corrisponde alla sola porzione di fluido in prossimità della parete
scabra. Il collegamento tra i due domini sarà effettuato tramite condizioni di rac-
cordo.
Per semplicità verrà trattato il caso cartesiano, con coordinate spaziali definite tra-
mite le variabili dimensionali (x̂, ŷ, ẑ).
La variabile indipendente tempo è indicata con t̂, mentre il vettore velocità e la
pressione sono, rispettivamente, û = (û, v̂, ŵ) e p̂.

3.1 Equazioni iniziali, continuità e quantità di moto

Usando la notazione con gli indici, le equazioni in forma dimensionale sono:

∂ûi
∂x̂i

= 0

ρ
D̂ûi

D̂t̂
= − ∂p̂

∂x̂i
+ µ

∂ûi
∂x̂2j

con l’operatore
D̂

D̂t̂
definito come

D̂

D̂t̂
=

∂

∂t̂
+ ûj

∂

∂x̂j
.

Si osservi che il primo indice fa riferimento alla direzione x, il secondo alla direzione
y e il terzo a z.
Scriviamo in forma adimensionale le equazioni sia per il caso macro che per il caso
micro utilizzando delle scale appropriate.

Scale macro

• L: scala di lunghezza

• Ū : scala di velocità

• ρŪ2: scala di pressione

•
L

Ū
: scala di tempo

Scale micro

• l: scala di lunghezza

• ū: scala di velocità

• µ
ū

l
: scala (viscosa) di pressione

•
l

ū
: scala di tempo

11



Le variabili adimensionalizzate sono quindi:
Macro

• Xi =
x̂i
L

• Ui =
ûi
Ū

• T =
t̂ Ū

L

• P =
p̂

ρ̄ U2

Micro

• xi =
x̂i
l

• ui =
ûi
ū

• t =
t̂ ū

l

• p =
p̂ l

µ ū

Ora è possibile riscrivere le equazioni nella forma adimensionalizzata.

Problema macro

Equazione di continuità:

∂Ui
∂Xi

= 0

Equazione di quantità di moto:

∂Ui
∂T

+ U
∂Ui
∂X

+ V
∂Ui
∂Y

+W
∂Ui
∂Z

= − ∂P
∂Xi

+
1

Re
∇2Ui,

dove abbiamo introdotto il numero di Reynolds, per il caso macro Re = ρU L/µ e
il laplaciano macroscopico ∇2 = ∂/∂X2

j .
É importante notare che le variabili dipendenti macroscopiche dipendono solo da Xi

e, eventualmente, da T .
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Problema micro

Equazione di continuità:

∂ui
∂xi

= 0

Equazione di quantità di moto:

R
(
∂ui
∂t

+ u
∂ui
∂x

+ v
∂ui
∂y

+ w
∂ui
∂z

)
= − ∂p

∂xi
+∇′2ui,

dove R rappresenta il numero di Reynolds per il caso micro, R = l ū/ν, e ∇′2 =
∂/∂x2j è il laplaciano microscopico. [4]

Possiamo riscrivere l’equazione di quantità di moto per il caso micro introducendo
il piccolo parametro ε, ε = l/L = ū/Ū � 1.
Siccome si ha R = ε2Re possiamo scrivere:

ε2Re

(
∂ui
∂t

+ u
∂ui
∂x

+ v
∂ui
∂y

+ w
∂ui
∂z

)
= − ∂p

∂xi
+∇′2ui.

La presenza di ε nelle equazioni microscopiche segnala che uno sviluppo perturbativo,
con le variabili dipendenti espresse in potenze di ε, può essere tentato.
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3.2 Sviluppi asintotici equazioni caso micro

3.2.1 Sviluppo asintotico delle variabili

Ogni variabile può essere espressa nella forma

(u, v, w, p) = (u(0), v(0), w(0), p(0)) + ε(u(1), v(1), w(1), p(1)) + O(ε2).

I vari ordini si indicano con O(εn), dove n indica il grado dell’ordine.
Nei prossimi passaggi sarà illustrato come riscrivere le equazioni del problema al-
l’ordine 0, detto anche ordine principale, e al primo ordine.
Ogni singola generica variabile indipendente f (i), i = 1, 2, ..., è funzione sia delle va-
riabili spaziali micro, (x, y, z), che di quelle macro, (X, Y, Z). Si verificherà che non
è funzione del tempo t.
Ipotizzando che le variabili microscopiche e macroscopiche siano indipendenti tra
loro, la regola della catena implica che:

∂

∂xi
→ ∂

∂xi
+ ε

∂

∂Xi

,

cioè, dove prima avevamo una derivata rispetto a xi dobbiamo ora rimpiazzare i due

termini
∂

∂xi
+ ε

∂

∂Xi

(e analogamente per le derivate seconde).

3.2.2 Equazioni riscritte con sviluppi asintotici

Introduciamo gli sviluppi all’interno delle equazioni.
Equazione di continuità:

(
∂

∂xi
+ ε

∂

∂Xi

)(u
(0)
i + εu(1) + ...) = 0.

All’ordine principale O(ε0):
∂u

(0)
i

∂xi
= 0

Al primo ordine O(ε):
∂u

(1)
i

∂xi
= −∂u

(0)
i

∂Xi

Equazioni del moto:

ε2Re
Dui
Dt

= −∂p
(0)

∂xi
+
∂2u

(0)
i

∂x2j
− ε∂p

(1)

∂xi
− ε∂p

(0)

∂Xi

+ ε
∂2u

(1)
i

∂x2j
+ 2ε

∂2u
(0)
i

∂xj∂Xj

+ ...

All’ordine principale O(ε0):

−∂p
(0)

∂xi
+
∂2u

(0)
i

∂x2j
= 0

Al primo ordine O(ε):

−∂p
(1)

∂xi
+
∂2u

(1)
i

∂x2j
=
∂p(0)

∂Xi

− 2
∂2u

(0)
i

∂xj∂Xj
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3.2.3 Sforzi Tangenziali e Normali

Esprimiamo adesso gli sforzi tangenziali e normale, che ci serviranno per impostare
le condizioni di raccordo tra il dominio macro e il micro.
Le espressioni dimensionali di tali sforzi sono:

ŜTx = µ(
∂û

∂ŷ
+
∂v̂

∂x̂
)

ŜTz = µ(
∂ŵ

∂ŷ
+
∂v̂

∂ẑ
)

ŜN = −p̂+ 2µ
∂v̂

∂ŷ

Introducendo la normalizzazione di velocità e pressione, nel caso macro si ha:

ŜTx =
µ Ū

L
(
∂U

∂Y
+
∂V

∂X
) =

µ Ū

L
STx

ŜTz =
µ Ū

L
(
∂W

∂Y
+
∂V

∂Z
) =

µ Ū

L
STz

ŜN =
µ Ū

L
(−ReP + 2

∂V

∂Y
) =

µ Ū

L
SN

Nel caso micro otteniamo:

ŜTx =
µŪ

L
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
) ==

µ Ū

L
sTx

ŜTz =
µŪ

L
(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
) =

µ Ū

L
sTz

ŜN =
µŪ

L
(−p+ 2

∂v

∂y
) ==

µ Ū

L
sN

Imponendo l’uguaglianza degli sforzi sull’interfaccia macro-micro si ottiene, in forma
adimensionale:

STx = sTx

STz = sTz

SN = sN

cioè

STx
∣∣
Y=εy∞

= (
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)

∣∣∣∣
y=y∞

STz
∣∣
Y=εy∞

= (
∂w

∂y
+
∂v

∂z
)

∣∣∣∣
y=y∞

SN
∣∣
Y=εy∞

= (−p+ 2
∂v

∂y
)

∣∣∣∣
y=y∞
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Gli sforzi possono ora essere sviluppati in serie di potenze di ε, cioè:

∂u(0)

∂y
+
∂v(0)

∂x
+ ε

∂u(1)

∂y
+ ε

∂v(1)

∂x
+ ε

∂u(0)

∂Y
+ ε

∂v(0)

∂X
+ ... = STx|Y=εy∞

∂w(0)

∂y
+
∂v(0)

∂z
+ ε

∂w(1)

∂y
+ ε

∂v(1)

∂z
+ ε

∂w(0)

∂Y
+ ε

∂v(0)

∂Z
+ ... = STz |Y=εy∞

−p(0) + 2
∂v(0)

∂y
+−εp(1) + 2ε

∂v(1)

∂y
+ 2ε

∂v(0)

∂Y
+ ... = SN |Y=εy∞

e, come precedentemente, si possono facilmente identificare le condizioni all’ordine
0 e all’ordine 1.
Chiaramente, per i problemi microscopici a tutti gli ordini, dovremo anche imposta-
re condizioni di periodicity lungo le direzioni x e z, e condizioni sulla parte inferiore
del dominio. Nel caso in cui sulla parte inferiore del dominio si abbia un plastron
di gas intrappolato negli element di rugosità, dovremo imporre una condizione di
aderenza sulla superficie dove il liquido tocca la parete, e una condizione sugli sforzi
dove il fluido è in contatto con il gas.
Nell’ipotesi in cui la tensione di superficie sia sufficientemente grande da produr-
re un’interfaccia liquido-gas piatta e indeformabile, le condizioni da imporre sono
semplicemente:

∂u

∂y
= v =

∂w

∂y
= 0.

Quando le componenti di velocità vengono sviluppate asintoticamente queste condi-
zioni diventano:

∂u(0)

∂y
= v(0) =

∂w(0)

∂y
= 0

all’ordine ε0 e
∂u(i)

∂y
= −∂u

(i−1)

∂Y
,

v(i) = 0,

∂w(i)

∂y
= −∂w

(i−1)

∂Y
.

per tutti gli ordini superiori, i = 1, 2....

Riassumendo, il problema all’ordine principale O(ε0) è
∂u

(0)
i

∂xi
= 0

−∂p
(0)

∂xi
+
∂2u

(0)
i

∂x2j
= 0
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Le condizioni al contorno che andranno applicate in y = y∞ sono:

∂u(0)

∂y
+
∂v(0)

∂x
= STx

∂w(0)

∂y
+
∂v(0)

∂z
= STz

−p(0) + 2
∂v(0)

∂y
= SN

Le condizioni al contorno che andranno applicate in y = 0 sono:

∂u(0)

∂y
= v(0) =

∂w(0)

∂y
= 0

Il problema al primo ordine O(ε1) è
∂u

(1)
i

∂xi
= −∂u

(0)
i

∂Xi

−∂p
(1)

∂xi
+
∂2u

(1)
i

∂x2j
=
∂p(0)

∂Xi

− 2
∂2u

(0)
i

∂xj∂Xj

con condizioni al contorno in y∞

∂u(1)

∂y
+
∂v(1)

∂x
= −∂u

(0)

∂Y
− ∂v(0)

∂X
∂w(1)

∂y
+
∂v(1)

∂z
= −∂w

(0)

∂Y
− ∂v(0)

∂Z

−p(1) + 2
∂v(1)

∂y
= −2

∂v(0)

∂Y

Le condizioni al contorno possono essere scritte, usando la notazione con gli indici,
come

−p(1) δi2 +
∂v(1)

∂xi
+
∂u

(1)
i

∂y
= −∂v

(0)

∂Xi

− ∂u
(0)
i

∂Y
.

Le condizioni al contorno che andranno applicate in y = 0 sono:
∂u(1)

∂y
= −∂u

(0)

∂Y
v(1) = 0

∂w(1)

∂y
= −∂w

(0)

∂Y
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3.3 Risoluzione del problema all’ordine principale O(ε0)

Il problema è lineare e forzato solo dagli sforzi STx , STz e SN imposti dal fluido
esterno. Questo implica che la soluzione possa essere ricercata nella forma:

u(0) = u
(0)
1 = u+STx + u‡STz + u#SN

v(0) = u
(0)
2 = v+STx + v‡STz + v#SN

w(0) = u
(0)
3 = w+STx + w‡STz + w#SN

p(0) = p+STx + p‡STz + p#SN

Sostituendo u(0)i e p(0) nell’equazione di conservazione della massa all’ordine princi-
pale si ottiene:

∂u+i
∂xi

STx +
∂u‡i
∂xi

STz +
∂u#i
∂xi

SN = 0.

La seconda equazione dell’ordine principale è:

−∂p
+

∂xi
STx − ∂p‡

∂xi
STz − ∂p#

∂xi
SN +

∂2u+i
∂x2j

STx +
∂2u†i
∂x2j

STz +
∂2u#i
∂x2j

SN = 0

Le condizioni al contorno al primo ordine sul bordo superiore del dominio in y∞
sono: 

uy
+STx + uy

‡STz + uy
#SN + vx

+STx + vx
‡STz + vx

#SN = STx

wy
+STx + wy

‡STz + wy
#SN + vz

+STx + vz
‡STz + vz

#SN = STz

−p+STx − p‡STz − p#SN + 2vy
+STx + 2vy

‡STz + 2vy
#SN = SN

Le condizioni in y = 0 sono le classiche condizioni di aderenza dove il liquido é in
contatto con una superficie solida, e le condizioni date qui sotto nella regione dove
il liquido é in contatto con gas:

uy
+STx + uy

‡STz + uy
#SN = 0

v+STx + v‡STz + v#SN = 0

wy
+STx + wy

‡STz + wy
#SN = 0

Nelle equazioni qui sopra una variabile indipendente messa in pedice è impiegata
per indicare una derivata parziale rispetto alla variabile stessa. Nell’ipotesi che gli
sforzi esterni siano indipendenti tra loro, possiamo quindi identificare tre problemi
separati.
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Problema forzato da STx 
∂u+i
∂xi

= 0

−∂p
+

∂xi
+
∂2u+i
∂x2j

= 0

Le condizioni in y = y∞: 
u+y + v+x = 1

w+
y + v+z = 0

−p+ + 2v+y = 0

Le condizioni in y = 0, limitatamente alla regione in cui il liquido é in contatto con
il gas, sono: 

u+y = 0

v+ = 0

w+
y = 0

Problema forzato da STz 
∂u‡i
∂xi

= 0

−∂p
‡

∂xi
+
∂2u‡i
∂x2j

= 0

Le condizioni in y = y∞: 
uy
‡ + vx

‡ = 0

wy
‡ + vz

‡ = 1

−p‡ + 2vy
‡ = 0

Le condizioni in y = 0, nella regione di contatto tra liquido e gas, sono:
u‡y = 0

v‡ = 0

w‡y = 0

Problema forzato da SN 
∂u#i
∂xi

= 0

−∂p
#

∂xi
+
∂2u#i
∂x2j

= 0

Le condizioni in y = y∞: 
uy

# + vx
# = 0

wy
# + vz

# = 0

−p# + 2vy
# = 1
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Nella regione di contatto liquido-gas, le condizioni in y = 0 sono:
u#y = 0

v# = 0

w#
y = 0

E’ semplice trovare che p# = −1 e u# = v# = w# = 0, cosicchè la soluzione del
problema all’ordine O(ε0) si riduce a:

u(0) = u+STx + u‡STz

v(0) = v+STx + v‡STz

w(0) = w+STx + w‡STz

p(0) = p+STx + p‡STz − SN
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3.4 Risoluzione del problema al primo ordine O(ε1)

Le equazioni al primo ordine sono forzate dai gradienti di u(0)i e p(0), di modo che la
soluzione generale del problema all’ordine uno può essere cercata nella forma:{

u
(1)
i = ûijS

Tx
Xj

+ ũijS
Tz
Xj

+ ŭijS
N
Xj

p(1) = p̂jS
Tx
Xj

+ p̃jS
Tz
Xj

+ p̆jS
N
Xj

Sostituendo ui(1) e p(1) nelle equazioni O(ε1), si ottengono nove problemi ulteriori.

Tre problemi forzati da STxXj
∂ûij
∂xi

= −uj+

−∂p̂j
∂xi

+
∂2ûij
∂xk2

= p+δij − 2
∂ui

+

∂xj

con condizioni al contorno in y∞: −p̂jδi2 +
∂û2j
∂xi

+
∂ûij
∂y

= −v+δij − u+i δ2j.
Le condizioni al contorno in y = 0 al contatto tra liquido e gas:

∂û1j
∂y

= −u+δ2j

û2j = 0
∂û3j
∂y

= −w+δ2j

Tre problemi forzati da STzXj
∂ũij
∂xi

= −uj‡

−∂p̃j
∂xi

+
∂2ũij
∂xk2

= p‡δij − 2
∂ui
‡

∂xj

con condizioni al contorno in y∞: −p̃jδi2 +
∂ũ2j
∂xi

+
∂ũij
∂y

= −v‡δij − u‡iδ2j.
Le condizioni al contorno in y = 0 al contatto liquido-gas sono:

∂ũ1j
∂y

= −u‡δ2j

ũ2j = 0
∂ũ3j
∂y

= −w‡δ2j
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Tre problemi forzati da SNXj
∂ŭij
∂xi

= 0

−∂p̆j
∂xi

+
∂2ŭij
∂xk2

= −δij

con condizioni al contorno in y∞: −p̆jδi2 +
∂ŭ2j
∂xi

+
∂ŭij
∂y

= 0.

In y = 0, all’interfaccia liquido-gas, si impone:
∂ŭ1j
∂y

= 0

ŭ2j = 0
∂ŭ3j
∂y

= 0
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3.5 Sviluppo dettagliato dei nove problemi O(ε)

I nove problemi microscopici al prim’ordine sono scritti di seguito adottando le
seguenti notazioni: 

(û11, û21, û31, p̂1) = (û, v̂, ŵ, p̂)

(û12, û22, û32, p̂2) = (ˆ̂u, ˆ̂v, ˆ̂w, ˆ̂p)

(û13, û23, û33, p̂3) = (
ˆ̂
û,

ˆ̂
v̂,

ˆ̂
ŵ,

ˆ̂
p̂)

e analogamente per i tensori contrassegnati da •̃ e •̆.

Problema forzato da STxX :
ûx + v̂y + ŵz = −u+

−p̂x + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)û = p+ − 2u+x
−p̂y + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)v̂ = −2v+x
−p̂z + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ŵ = −2w+

x

Le condizioni al contorno in y∞:
ûy + v̂x = −v+

ŵy + v̂z = 0

−p̂+ 2v̂y = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
ûy = 0

v̂ = 0

ŵy = 0

Problema forzato da STxY :
ˆ̂ux + ˆ̂vy + ˆ̂wz = −v+

− ˆ̂px + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ˆ̂u = −2u+y
− ˆ̂py + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ˆ̂v = p+ − 2v+y
− ˆ̂pz + (∂xx+ ∂yy + ∂zz) ˆ̂w = −2w+

y

Le condizioni al contorno in y∞:
ˆ̂uy + ˆ̂vx = −u+
ˆ̂wy + ˆ̂vz = −w+

− ˆ̂p+ 2 ˆ̂vy = −2v+

Le condizioni al contorno in y = 0:
ˆ̂uy = −u+
ˆ̂v = 0
ˆ̂wy = −w+
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Problema forzato da STxZ :

ˆ̂
ûx +

ˆ̂
v̂y +

ˆ̂
ŵz = −w+

− ˆ̂
p̂x + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

ˆ̂
û = −2u+z

− ˆ̂
p̂y + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

ˆ̂
v̂ = −2v+z

− ˆ̂
p̂z + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

ˆ̂
ŵ = p+ − 2w+

z

Le condizioni al contorno in y∞:
ˆ̂
ûy +

ˆ̂
v̂x = 0

ˆ̂
ŵy +

ˆ̂
v̂z = −v+

− ˆ̂
p̂+ 2

ˆ̂
v̂y = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
ˆ̂
ûy = 0
ˆ̂
v̂ = 0
ˆ̂
ŵy = 0

Problema forzato da STzX :
ũx + ṽy + w̃z = −u†

−p̃x + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ũ = p† − 2u‡x
−p̃y + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ṽ = −2v‡x
−p̃z + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)w̃ = −2w‡x

Le condizioni al contorno in y∞:
ũy + ṽx = −v‡

w̃y + ṽz = 0

−p̃+ 2ṽy = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
ũy = 0

ṽ = 0

w̃y = 0

Problema forzato da STzY :
˜̃ux + ˜̃vy + ˜̃wz = −v†

− ˜̃px + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˜̃u = −2u‡y
− ˜̃py + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˜̃v = p† − 2v‡y
− ˜̃pz + (∂xx+ ∂yy + ∂zz) ˜̃w = −2w‡y
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Le condizioni al contorno in y∞:
˜̃uy + ˜̃vx = −u‡
˜̃wy + ˜̃vz = −w‡

− ˜̃p+ 2 ˜̃vy = −2v‡

Le condizioni al contorno in y = 0:
˜̃uy = −u‡
˜̃v = 0
˜̃wy = −w‡

Problema forzato da STzZ :
˜̃̃ux + ˜̃̃vy + ˜̃̃wz = −w†

− ˜̃̃px + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˜̃̃u = −2u‡z

− ˜̃̃py + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˜̃̃v = −2v‡z

− ˜̃̃pz + (∂xx+ ∂yy + ∂zz) ˜̃̃w = p‡ − 2w‡z

Le condizioni al contorno in y∞:
˜̃̃uy + ˜̃̃vx = 0
˜̃̃wy + ˜̃̃vz = −v‡

− ˜̃̃p+ 2 ˜̃̃vy = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
˜̃̃uy = 0
˜̃̃v = 0
˜̃̃wy = 0

Problema forzato da SNX :
ŭx + v̆y + w̆z = 0

−p̆x + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)ŭ = −1

−p̆y + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)v̆ = 0

−p̆z + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)w̆ = 0

Le condizioni al contorno in y∞:
ŭy + v̆x = 0

w̆y + v̆z = 0

−p̆+ 2v̆y = 0
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Le condizioni al contorno in y = 0: 
ŭy = 0

v̆ = 0

w̆y = 0

Problema forzato da SNY :
˘̆ux + ˘̆vy + ˘̆wz = 0

− ˘̆px + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˘̆u = 0

− ˘̆py + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)˘̆v = −1

− ˘̆pz + (∂xx+ ∂yy + ∂zz) ˘̆w = 0

Le condizioni al contorno in y∞:
˘̆uy + ˘̆vx = 0
˘̆wy + ˘̆vz = 0

− ˘̆p+ 2 ˘̆vy = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
˘̆uy = 0
˘̆v = 0
˘̆wy = 0

Problema forzato da SNZ :

˘̆
ŭx +

˘̆
v̆y +

˘̆
w̆z = 0

− ˘̆
p̆x + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

˘̆
ŭ = 0

− ˘̆
p̆y + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

˘̆
v̆ = 0

− ˘̆
p̆z + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)

˘̆
w̆ = −1

Le condizioni al contorno in y∞:
˘̆
ŭy +

˘̆
v̆x = 0

˘̆
w̆y +

˘̆
v̆z = 0

− ˘̆
p̆+ 2

˘̆
v̆y = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: 
˘̆
ŭy = 0
˘̆
v̆ = 0
˘̆
w̆y = 0
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4 Il metodo agli elementi finiti e FreeFEM++

4.1 Richiami sugli spazi funzionali lineari

Uno spazio lineare è un’entità matematica che descrive un insieme dotato di parti-
colari proprietà.[5]
Dato l’insieme Ω={x,y,z,...}, esso è definito come spazio lineare reale se:

1. è possibile definire la somma tra due elementi appartenenti a Ω e anche’essa
∈ Ω;

2. è possibile definire, per ogni scalare α ∈ R, il prodotto tra α e un elemento
appartenente a Ω, e anche’esso ∈ Ω;

3. le operazioni di somma e prodotto godono della proprietà commutativa, asso-
ciativa e distributiva;

4. è possibile definire il prodotto interno tra due elementi appartenenti a Ω il cui
risultato sia uno scalare in R.

Un esempio di spazio lineare reale è lo spazio vettoriale Rn; esso è costituito da
numeri reali e il prodotto interno è il prodotto scalare.
Con il termine spazio funzionale lineare, si indica uno spazio lineare reale i cui
elementi sono funzioni.
Data la combinazione lineare di n elementi appartenenti a uno spazio lineare

α1x1, α2x2, ..., αnxn

è pari all’elemento nullo se e solo se α1 = α2 = ... = αn = 0, allora x1, x2, ..., xn
vengono chiamati elementi linearmente indipendenti.
Se una combinazione lineare di n + 1 elementi appartenenti a Ω risulta essere di-
pendente, allora la dimensione dello spazio è finita e pari n ed ogni insieme di n
elementi linearmente indipendenti ne costituisce una base. Invece se per ogni n > 0
si trova sempre un insieme di n elementi linearmente indipendenti allora lo spazio
ha dimensione infinita.
Esempi di spazi a dimensione finita sono gli spazi vettoriali ed esempi di spazi a
dimensione infinita sono gli spazi funzionali.
Queste proprietà permettono di considerare una funzione come un vettore a infinite
componenti e ciò consente il passaggio da operazioni di sommatoria discreta ad in-
tegrazioni nel continuo.
Considero ad esempio due vettori u e v appartenenti Rn e definisco il loro prodotto
scalare come:

uTv =
n∑
i=1

uivi

Nel caso in cui i due elementi u(x) e v(x) appartengano a uno spazio funzionale
lineare, è possibile estendere il prodotto scalare come:

< u, v >=

∫
R
u(x)v(x)dx
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Analogamente è possibile dare una definizione di norma, ossia quell’elemento che
fornisce una misura della grandezza di una funzione.
La norma euclidea di un vettore u è:

‖u‖2 = (uTu)1/2

In uno spazio funzionale la norma euclidea di u(x) è definita come:

‖u‖2 =

[∫
R
u2(x)dx

]1/2
Uno spazio funzionale è detto normato se è possibile definirne una norma ed è detto
misurabile se il prodotto scalare per ogni coppia di funzioni è finito.
Si considerino una successione di funzioni linearmente indipendenti ξ1, ξ2, ..., ξn ap-
partenente a uno spazio funzionale normato e misurabile Γ. Dato che Γ ha dimensio-
ne infinita, teoricamente nessun insieme finito di funzioni indipendenti può a rigore
costituirne una base.
La successione di funzioni ξ1, ξ2, ..., ξn è definita completa o chiusa se per ogni u(x)
∈ Γ e per ogni scalare ε > 0 esiste un numero n e un insieme di reali α1, α2, ..., αn
tali che per la seguente funzione:

ûn = α1ξ1 + α2ξ2 + ...+ αnξn

sia valida:
‖u− ûn‖ < ε

Si può quindi affermare che la successione ξ1, ξ2, ..., ξn definisce un sottospazio Γn
di Γ di dimensione finita e essa è completa o chiusa se qualsiasi funzione di Γ è
sufficientemente approssimata in Γn.
La successione ξ1, ξ2, ..., ξn costituisce una base anche per Γ e ξi è detta funzione
base o funzione forma.
E’ garantita la convergenza in media di ûn ad u, ma non quella uniforme, perciò
ûn potrebbe essere anche molto diverso da u in qualche punto isolato; tuttavia
all’aumentare di n migliora il grado di approssimazione.
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4.2 Metodi variazionali

Mediante l’utilizzo di metodi variazionali si cerca una approssimazione ûn di u come
la combinazione lineare della base ξ1, ξ2, ..., ξn, in un sottospazio a dimensione finita
Γn di Γ.
Dato che la base ξ1, ξ2, ..., ξn è scelta dall’operatore , la ricerca della soluzione ap-
prossimata si riduce a quella dei coefficienti α1, α2, ..., αn, scelti in modo tale che la
distanza di ûn da u venga minimizzata.

4.2.1 Il metodo di Galerkin

Considero il seguente problema differenziale lineare:

Au = f su R

Gu = q su ∂R

u e f sono funzioni definite nel dominio R, q è definita lungo la frontiera ∂R, A e G
sono operatori differenziali lineari.
Sia ûn la soluzione approssimata del problema differenziale lineare, determinata
mediante l’utilizzo della seguente equazione:

ûn = α1ξ1 + α2ξ2 + ...+ αnξn

La funzione residuo rn, non nulla in R, è definita come:

rn = Aûn − f

presenta n incognite (α1, α2, ..., αn) determinabili mediante n condizioni.
Data una successione di funzioni υ1, υ2, ..., υn per rendere minima la funzione rn
occorre imporre che:

< rn, vi >= 0 i = 1, ..., n

Si impone quindi la condizione di ortogonalità della funzione rn rispetto alla succes-
sione di funzioni υ1, υ2, ..., υn.
Ricordando la definizione di rn è possibile estendere questa condizione che diventa:∫

R
(Aûn − f)vidR = 0 i = 1, ..., n

Le condizioni di ortogonalità imposte sono note come condizioni di Petrov-Galerkin.
Una delle scelte più semplici è quella di assumere la successione di funzioni υ1, υ2, ..., υn
uguale alla successione di funzioni linearmente indipendenti ξ1, ξ2, ..., ξn.
Si ha:

υi = ξi i = 1, ..., n

Gli integrali diventano: ∫
R

(Aûn − f)ξidR = 0 i = 1, ..., n

e prendono il nome di integrali variazionali di Galerkin e il metodo che ne deriva è
il metodo di Galerkin.
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4.2.2 Formulazioni deboli

Gli integrali di Galerkin possono essere riscritti come:∫
R

(Aû)ξidR =

∫
R
fξidR i = 1, ..., n

Introducendo la definizione di ûn e sfruttando la linearità di A si ottiene:

n∑
j=1

[∫
R

(Aξi)ξidR

]
αj =

∫
R
fξidR i = 1, ..., n

Le funzioni base ξi devono essere derivabili un numero di volte almeno pari all’ordine
dell’operatore differenziale A affinchè l’integrale a primo membro sia diverso da zero.
Applicando la formula di integrazione per parti è possibile ridurre l’ordine di deri-
vabilità, in modo tale da poter utilizzare funzioni più semplici.
Ogni volta che è applicata una integrazione per parti agli integrali variazionali di
Galerkin si ottiene una formulazione debole, a cui corrisponde una soluzione debole
ûn.
La soluzione trovata rispetto a quella richiesta dal problema differenziale presenta
caratteristiche di regolarità inferiori e per questo è detta debole.
Tuttavia al crescere di n la soluzione debole converge ad una soluzione generalizzata
che coincide con la soluzione esatta dell’equazione differenziale.
L’integrazione per parti può essere estesa a problemi bidimensionali.
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4.3 Il metodo degli elementi finiti

Il metodo agli elementi finiti è caratterizzato dalla definizione di ξi come un polino-
mio di interpolazione a supporto locale continuo a tratti.
I vantaggi che ne derivano sono i seguenti:

1. i coefficienti αj dell’espressione ûn = α1ξ1 +α2ξ2 + ...+αnξn sono i valori della
funzione incognita sugli n nodi del dominio di calcolo;

2. si ha la possibilità di selezionare un grande numero di nodi con le equazioni di
Galerkin.

4.3.1 Elementi finiti mono-dimensionali

Sia u(x), definita nell’intervallo [a,b], la soluzione di un problema differenziale lineare
e siano u1, u2, ..., un i valori che la funzione assume negli n punti compresi tra a e
b. La funzione u(x) può essere semplicemente approssimata in [a,b] collegando ogni
coppia di punti con un segmento di retta. Al crescere di n, la linea spezzata tende
alla funzione esatta (ûn tende a u).

Figura 4.1: Esempio di discretizzazione e approssimazione di una funzione

Ogni segmento è descrivibile da un polinomio di primo grado, nel j -esimo intervallo,
del tipo:

P (j)(x) = lj(x)uj + lj+1(x)uj+1

dove lj e lj+1 sono i polinomi base lineari dell’interpolazione di Lagrange a due nodi:

lj =
xj + 1− x
xj + 1− xj

lj+1 =
x− xj

xj + 1− xj
La funzione ûn è data dalla somma dei polinomi P (j)(x):

ûn =
n∑
j=1

P (j)(x)
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Dato che ogni polinomio P (j)(x) è combinazione lineare dei valori assunti sui nodi,
allora anche polinomi in segmenti adiacenti dipendono dal medesimo valore assunto
da u(x) nel nodo in comune. La funzione ûn può essere riscritta nel seguente modo:

ûn =
n∑
j=1

ξ
(1)
j uj

dove ξ(1)j sono funzioni lineari continue a tratti, denominate anche a supporto locale
poichè sono diverse da zero solo nell’intorno del nodo a cui si riferiscono.
Per migliorare la regolarità della funzione ûn, qualora non rispetti i requisiti minimi
di regolarità, è possibile aumentare il numero di nodi coinvolti nell’interpolazione
locale e/o aumentare il grado del polinomio base. Tuttavia la scelta di un polinomio
interpolatore di grado superiore a 3 è estremamente rara.

4.3.2 Elementi finiti triangolari

Nel caso in cui il dominio di integrazione risulti complesso, è conveniente utilizzare
metodi ad elementi finiti di forma triangolare.
Si consideri l’elemento finito triangolare e avente come nodi i, j,m.

Figura 4.2: Elemento finito triangolare

La funzione base ξei riferita al nodo i e considerata per l’elemento e assume valore
unitario sul nodo a cui è riferita, ossia i, e valore nullo sui restanti nodi; ξei è un poli-
nomio lineare in x e y, che sono le coordinate del nodo, ed ha la seguente espressione:

ξei = c0 + c1x+ c2y

Per determinare il valore dei coefficienti c0, c1, c2 è necessario imporre un sistema a
tre equazioni: 

c0 + c1xi + c2yi = 1

c0 + c1xj + c2yj = 0

c0 + c1xm + c2ym = 0

Riscrivendo in modo compatto il sistema, si ha:

Cccc = e1e1e1

ccc = C−1e1e1e1
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dove C è la matrice dei coefficienti ed è sempre invertibile se i nodi non sono allineati
(nel caso di elementi triangolari lo sono sempre).
Il vettore ccc della funzione ξei coincide con la prima colonna di C−1, mentre i coeffi-
cienti delle funzioni base ξej e ξem corrispondono alla seconda e terza colonna di C−1.
Si definisce l’area dell’elemento triangolare e con ∆e e sapendo che:

det(C) = 2∆e

è possibile riscrivere la funzione base ξei come:

ξei =
ai + bix+ ciy

2∆e

La funzione base ξi è data dalla somma delle funzioni base locali ξei associate al nodo
i ed essendo i nodo comune tra gli elementi triangolari.
Per aumentare il grado di definizione della funzione ûn, è necessario incrementare
l’ordine di approssimazione e per farlo si aggiunge un nuovo nodo in corrisponden-
za del punto medio di ciascun lato dell’elemento triangolare. La rappresentazione
risulta allora più accurata.

Figura 4.3: Funzione base relativa ad un nodo con elementi finiti triangolari a 3
nodi
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4.4 FreeFEM++

Come supporto per la risoluzione numerica dei problemi affrontati, si è utilizzato il
programma open source FreeFEM.
FreeFEM è un codice per la risoluzione di equazioni alle derivate parziali a elementi
finiti per sistemi multifisici lineari o non lineari in 2D e 3D.[6]
FreeFem ha un linguaggio di programmazione con una sintassi di base simile al C++
ed è stato sviluppato e gestito da O. Pıronneau, F. Hecht, e A. Le Hyaric presso
l’Università Pierre et Marie Curie.
I passi che è necessario seguire per sviluppare un codice di calcolo in FreeFEM sono
i seguenti:

• Dichiarazione dei parametri globali;

• Descrizione della geometria;

• Calcolo della mesh del problema;

• Scrittura della formulazione variazionale;

• Visualizzazione e analisi dei risultati.

Per definire il dominio di studio è sufficiente descriverne la frontiera attraverso una
parametrizzazione, dopodiché tramite l’algoritmo Delaunay-Voronoi si crea una gri-
glia, detta mesh, che suddivide il dominio in tanti triangoli secondo le regole degli
elementi finiti triangolari. E’ possibile decidere la densità della griglia, andando a
definire un coefficiente grazie al quale si va a variare il numero di punti delle fron-
tiere; maggiore è il valore del coefficiente, più fitta sarà la griglia.[7]
FreeFEM permette di risolvere problemi di diversa natura fisica, come ad esempio
le equazioni di Navier-Stokes nel caso incomprimibile, le Equazioni di Lamé, pro-
blemi a elasticità non lineare, problemi di diffusione termica, convezione termica,
radiazione termica, magnetostatica, elettrostatica, equazioni per la descrizione delle
interazioni fluido-solido.
FreeFEM offre inoltre un’ampia possibilità di scelta tra diverse tipologie di elementi
finiti, come quelli di Lagrange, Taylor-Hood, Raviart Thomas discontinui, elementi
di tipo non scalare, ... , utilizzabili nel contesto del metodo Galerkin continuo e
discontinuo.
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5 Problema bidimensionale

5.1 Risoluzione del problema all’ ordine principale O(ε0)

La risoluzione delle equazioni del problema bidimensionale all’ordine principale sono
le seguenti.

Problema forzato da ST : 
∂u+i
∂xi

= 0

−∂p
+

∂xi
+
∂2u+i
∂x2j

= 0

Le condizioni in y = y∞: {
u+y + v+x = 1

−p+ + 2v+y = 0

Le condizioni in y = 0, limitatamente alla regione in cui il liquido é in contatto con
il gas, sono: {

u+y = 0

v+ = 0

Problema forzato da SN 
∂u#i
∂xi

= 0

−∂p
#

∂xi
+
∂2u#i
∂x2j

= 0

Le condizioni in y = y∞: {
uy

# + vx
# = 0

−p# + 2vy
# = 1

Nella regione di contatto liquido-gas, le condizioni in y = 0 sono:{
u#y = 0

v# = 0

E’ semplice trovare che p# = −1 e u# = v# = 0, cosicchè la soluzione del problema
all’ordine O(ε0) si riduce a: 

u(0) = u+ST

v(0) = v+ST

p(0) = p+ST − SN
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I risultati che si ottengono utilizzando FreeFEM (partial differential equations sol-
ver) sono:

Valori di u Valori di v Valori di p
u+max = 5.05514 v+max = 0.034186 p+max = 48.5904

u+min = 1.30909e− 33 v+min = −0.0341864 p+min = −48.5445

I valori delle componenti di velocità sul bordo superiore della cella elementare, da
impiegare nella condizione al contorno effettiva per il problema macroscopico sono:

u+top = 5.05514 v+top = −1.43362e− 09
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5.2 Risoluzione del problema al primo ordine O(ε1)

La risoluzione delle equazioni del problema bidimensionale al primo ordine sono le
seguenti.
Problema forzato da STX :

ûx + v̂y = −u+

−p̂x + (∂xx+ ∂yy)û = p+ − 2u+x
−p̂y + (∂xx+ ∂yy)v̂ = −2v+x

Le condizioni al contorno in y∞:{
ûy + v̂x = −v+

−p̂+ 2v̂y = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: {
ûy = 0

v̂ = 0

Problema forzato da STY :
ˆ̂ux + ˆ̂vy = −v+

− ˆ̂px + (∂xx+ ∂yy)ˆ̂u = −2u+y
− ˆ̂py + (∂xx+ ∂yy)ˆ̂v = p+ − 2v+y

Le condizioni al contorno in y∞:{
ˆ̂uy + ˆ̂vx = −u+

− ˆ̂p+ 2 ˆ̂vy = −2v+

Le condizioni al contorno in y = 0:{
ˆ̂uy = −u+
ˆ̂v = 0

Problema forzato da SNX : 
ŭx + v̆y = 0

−p̆x + (∂xx+ ∂yy)ŭ = −1

−p̆y + (∂xx+ ∂yy)v̆ = 0

Le condizioni al contorno in y∞: {
ŭy + v̆x = 0

−p̆+ 2v̆y = 0
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Le condizioni al contorno in y = 0: {
ŭy = 0

v̆ = 0

Problema forzato da SNY : 
˘̆ux + ˘̆vy = 0

− ˘̆px + (∂xx+ ∂yy)˘̆u = 0

− ˘̆py + (∂xx+ ∂yy)˘̆v = −1

Le condizioni al contorno in y∞: {
˘̆uy + ˘̆vx = 0

− ˘̆p+ 2 ˘̆vy = 0

Le condizioni al contorno in y = 0: {
˘̆uy = 0
˘̆v = 0

I risultati che si ottengono per questo secondo problema tramite risoluzione con
FreeFEM sono:

Valore di y∞ Valore di u+ Valore di
∫
A

u+ dA

5 5.05514 12.7757
6 6.05514 18.3308
7 7.05514 24.886
8 8.05513 32.4411
9 9.05514 40.9963
10 10.0551 50.5514
11 11.0551 61.1065
12 12.0551 72.6618
13 13.0551 85.2169
14 14.0551 98.772
15 15.0551 113.327
20 20.0552 201.103
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Figura 5.1: Isolinee del campo u+ per dominio con y∞ = 5.

Analizzando la tabella riportata sopra e graficando i dati ottenuti, si nota che la
variabile dipendenti microscopica u+, calcolata in y∞, varia linearmente con y∞ e
l’integrale di u+ sull’area varia quadraticamente con y∞.

Figura 5.2: Grafico 1 dei risultati Figura 5.3: Grafico 2 dei risultati

Estrapolando retta e parabola fino a y=0, si ottengono le seguenti relazioni:

• y = x+ 0, 05514

• y = 0, 5x2 + 0, 05514x+ 6× 10−5

Queste equazioni possono essere riscritte come:

• u+∞ = y∞ + λx

• n12 = 0.5y2∞ + λxy∞ +m12

In particolare i coefficienti λx e m12 saranno utilizzati nel problema macro alla quota
Y = 0.
I valori ottenuti sono: λx = 0, 05514 e m12 = 6× 10−5 → 0.
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Le espressioni delle velocità per il caso macroscopico U e V sono:

U = ε(u(0) + εu(1)) +O(ε3) = ε(u+ST + εû1jS
T
Xj

+ εŭ1jS
N
Xj

) +O(ε3) =

= εu+ST + ε2û11S
T
X + ε2û12S

T
Y + ε2ŭ11S

N
X + ε2ŭ12S

N
Y

V = ε(v(0) + εv(1)) +O(ε3) = ε(v+ST + εû2jS
T
Xj

+ εŭ2jS
N
Xj

) +O(ε3) =

= εv+ST + ε2û21S
T
X + ε2û22S

T
Y + ε2ŭ21S

N
X + ε2ŭ22S

N
Y

Sviluppando il codice FreeFEM per lo sforzo normale e tangenziale, si ottiene che le
componenti all’ordine O(ε1), ossia le ûij e ŭij, valgono :

û11 → 0

û12 → 0

ŭ11 6= 0

ŭ12 → 0


û21 6= 0

û22 → 0

ŭ21 → 0

ŭ22 → 0

Le componenti ŭ11 e û21 hanno dei valori non nulli; in particolare per y∞ = 5, 5,
valgono rispettivamente 12, 805 e −12, 805.
Tuttavia calcolando i valori di ŭ11 e û21 per y∞ variabili, è possibile estrapolare un
andamento polinomiale per cui per y∞ → 0 entrambe le componenti tendono an-
ch’esse a 0.
Si riporta di seguito il grafico di ŭ11 (quello di û21 è uguale ma con andamento nel
secondo quadrante) al variare di y∞:

Nella seguente tabella sono stati inseriti per alcuni valori di y∞, i rispettivi valori di
û21 e ŭ11

Valore di y∞ Valore di û21 Valore di ŭ11
3 3,28164 -3,28164
5 10,4004 -10,4004
7 21,5191 -21,5191
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Si osserva che le quantità delle due grandezze considerate sono uguali in modulo per
qualsiasi valore di y∞, perciò si ha:

|û21| = |ŭ11|

Si verifica inoltre che è valida la seguente uguaglianza:

û11
∣∣
y∞

=

∫
A

u+dA

Ricordando le relazioni trovate per le componenti di velocità all’ordine O(ε0), ossia
v+ = 0 e u+ che dipende linearmente da y∞, cioé u+ = y∞ + λx (se y∞ → 0 allora
u+ = λx = 0, 05514), è possibile ridefinire i valori delle velocità per il caso macro-
scopico come: {

U
∣∣
Y∞=0

= ελxS
T +O(ε3)

V
∣∣
Y∞=0

= O(ε3)

Questo è un risultato importante, perché mostra che la condizione di slip per la
componente orizzontale della velocità del fluido a livello della parete fittizia in Y = 0
é semplicemente la condizione di Navier, e ció è valido con una precisione di ordine
ε2. Tale condizione di Navier si accoppia ad una condizione di non penetrazione del
fluido sulla parete fittizia. Tali risultati sono validi non solo nel caso bidimensionale,
ma anche nel caso tridimensionale, affrontato nel capitolo seguente.
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6 Problema tridimensionale

6.1 Creazione della geometria e della mesh

Il problema tridimensionale è stato risolto con il supporto di COMSOL Multiphy-
sics, un software multidisciplinare per la modellazione e la simulazione multifisica di
problemi ingegneristici.
Inizialmente è stata costruita la geometria del solido, in particolare è stato scelto
un parallelepipedo con l’altezza di 5, che si sviluppa nella direzione y, e la base qua-
drata di lato 1, che si estende nelle direzioni cartesiane x-z. Mediante l’opzione di
"piano di lavoro", sulla base del parallelepipedo è stato tracciato un cerchio, le cui
dimensioni sono state fatte variare, nell’ambito della simulazione, in un intervallo
compreso da 0,05 a 0,45.

Figura 6.1: Geometria 3D

Come si vede dall’immagine riportata, il parallelepipedo sembra non essere un unico
solido, bensì la somma tra due parallelepipedi di diversa altezza.
Questo è parzialmente vero, infatti per la costruzione della geometria si sono creati
due diversi parallelepipedi (uno di altezza 0,5 e l’altro 4,5) uniti in un unico paralle-
lepipedo mediante la funzione "forma unione", che permette di assemblare il solido;
tuttavia essi rimango però divisi dalla spezzata chiusa che ne delimita i confini.
Tale scelta è stata impiegata al fine di poter costruire una mesh tridimensionale più
accurata nella parte vicino alla base del parallelepipedo, ossia quella zona dove sono
imposte condizioni centrali nello studio del problema.
C’è stata inoltre la scelta di raffinare la mesh lungo la circonferenza con l’obbiettivo
di studiare con il migliore livello di precisione possibile il caso in esame.
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Figura 6.2: Mesh della geometria 3D

Figura 6.3: Mesh del piano x-z (dettaglio base)

Figura 6.4: Mesh del piano y-z (dettaglio faccia laterale)
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Per la creazione del modello e la simulazione del problema tridimensionale sono state
applicate alcune ipotesi semplificative.
E’ stata imposta la condizione di periodicità, nelle direzioni x e z, per cui la differenza
tra le pressioni tra le due facce lateriali lungo x e lungo z è nulla. Da ciò deriva un
aspetto importante: il caso studiato è considerato come una singola unità ripetibile,
la quale è presente n-volte nell’ambito di una reale superficie superidrofobica.

Figura 6.5: Condizione di periodicità

La seconda importante ipotesi riguarda invece gli sforzi; è applicata all’estremità del
dominio una sollecitazione generale di componenti (1,0,0), si ha quindi che l’unica
componente ad essere diversa da zera è quella diretta lungo x.

Figura 6.6: Condizione di sforzo all’estremità del dominio

Le altre due ipotesi, condizione di no-slip e no-shear, sono applicate sulla base del
parallelepipedo e sono applicate in due diverse modalità per cui sono stati studiati
due diversi casi.
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6.2 Caso 1: pilastrino

6.2.1 Ipotesi

Il primo caso che è stato analizzato è quello del pilastrino, nel quale viene modelliz-
zata l’asperità presente sulla superficie superidrofobica.
La simulazione della punta di un elemento di rugosità è stata realizzata imponendo
la condizione di no-slip nel cerchio sulla base del solido e la condizione di no-shear
sull’area restante della base.

Figura 6.7: Condizione di no-slip

Figura 6.8: Condizione di no-shear
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Con la condizione di no-slip, si impone che ci sia aderenza tra il liquido che scorre e
la punta dell’asperità, ossia la parte solida.
Con la condizione di no-shear, si impone che lo sforzo tra la componente liquida e il
plastron di gas sia nullo, approssimazione consentita dall’elevata differenza tra le due
viscosità dei fluidi all’interfaccia (la viscosità dell’acqua è considerata infinitamente
grande rispetto a quella del gas).

6.2.2 Analisi dei risultati

E’ stata verificata l’indipendenza dei risultati dall’altezza del dominio, ossia dall’al-
tezza lungo y del parallelepipedo.
Imponendo il raggio del cerchio di base pari a 0,4 e utilizzando una mesh estrema-
mente fine, si sono quindi valutati i valori della velocità utop, cioè la componente di
velocità all’estremo del dominio.

Altezza parallelepipedo Componente utop
4 4,0644
5 5,0644
6 6,0671
7 7,0697

Si è studiato il caso in esame per quattro diversi valori del raggio del cerchio di base
e per tre diverse finiture della mesh.
I dati che sono stati ottenuti dalla simulazione sono i seguenti:

Radius Componente utop Componente utop Componente utop
finer very finer extremely fine

0,1 6,6360 6,6860 6,7593
0,2 5,5093 5,5204 5,5322
0,3 5,1935 5,1979 5,2018
0,4 5,0630 5,0647 5,0665
0,45 5,0307 5,0317 5,0327

Dalla letteratura per il caso del pilastrino, si ha una relazione analitica studiata dai
fisici Davis & Lauga.[1]
Questa correlazione, detta "Circular posts in a square lattice", lega due grandezze
entrambe legate alla geometria della superficie.
Le relazioni sono le seguenti:

Φs =
π

4

(
1− W

b

)2
λ

b
= 0.332Φs

− 1
2 − 0.421

Le grandezze W e b sono legate rispettivamente alla distanza tra due cerchi all’in-
terno di una configurazione periodica che riproduce la superficie superidrofobica e
alle dimensioni del lato del quadrato di base.
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Figura 6.9: Configurazione geometrica Davis & Lauda

Per quanta riguarda i dati ottenuti dalla simulazione si è scelto di applicare le se-
guenti relazioni, una puramente geometrica e identica al caso analitico e una legata
alle variabili dipendenti microscopiche dei problemi ausiliari per la cella unitaria:

Φs =
π

4

(
1− W

b

)2
λ

b
= u+∞ − y∞

Di seguito è riportato in un unico grafico la correlazione di Davis & Lauda (serie
arancione) e la relazione trovata dai dati simulati (serie blu).

Figura 6.10: Confronto tra i risultati analitici e quelli ottenuti dalla simulazione

Come si vede dal grafico, le due relazioni hanno un andamento quasi coincidente fino
a valori di Φs < 0.45; è un ottimo risultato dal momento che in letteratura si afferma
che le relazioni analitiche hanno andamenti aderenti alla realtà solo fino a Φs < 0.25.
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6.3 Caso 2: cavità

6.3.1 Ipotesi

Il secondo caso che è stato analizzato è quello della cavità, nel quale viene modelliz-
zata la cavità presente tra le asperità della superficie superidrofobica.
La simulazione della cavità compresa tra gli elementi di rugosità è stata realizzata
imponendo la condizione di no-shear nel cerchio sulla base del solido e la condizione
di no-slip sull’area restante della base.

Figura 6.11: Condizione di no-shear

Figura 6.12: Condizione di no-slip
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6.3.2 Analisi dei risultati

Si è studiato il caso in esame per otto diversi valori del raggio del cerchio di base,
affinando la simulazione per raggi prossimi al valore di 0,5, e per una finitura della
mesh (molto fitta).
I dati che sono stati ottenuti dalla simulazione sono i seguenti:

Radius Componente utop
very fine

0,1 5,0008
0,2 5,0071
0,3 5,0260
0,4 5,0702
0,45 5,1120
0,47 5,1367
0,48 5,1528
0,495 5,1837

La scelta di infittire la simulazione per raggi compresi tra 0,45 e 0,5 è legata al fatto
che per raggi piccoli corrispondono valori della grandezza Φs grandi, ma dato che
le correlazioni analitiche hanno buona aderenza alla simulazione per valori di Φs

teoricamente inferiori a 0,25 si è deciso di orientare il calcolo in questo modo.
Dalla letteratura per il caso della cavità, si ha una relazione analitica studiata dagli
scienziati Ng & Wang.[1]
Questa correlazione, detta "Circular cavities in a square lattice", lega due grandezze
entrambe legate alla geometria della superficie.
Le relazioni sono le seguenti:

Φs = 1− π

4

(w
b

)2
λ

b
= −0.134 ln Φs − 0.023

La grandezza w coincide con il diametro del cerchio e b esprime le dimensioni del
lato del quadrato di base.

Figura 6.13: Configurazione geometrica Ng & Wang
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Per quanta riguarda i dati ottenuti dalla simulazione si è scelto di applicare le se-
guenti relazioni, una puramente geometrica e identica al caso analitico e una legata
alle variabili dipendenti microscopiche dei problemi ausiliari per la cella unitaria:

Φs = 1− π

4

(w
b

)2
λ

b
= u+∞ − y∞

Di seguito è riportato in un unico grafico la correlazione di Ng & Wang (serie aran-
cione) e la relazione trovata dai dati simulati (serie blu).

Figura 6.14: Confronto tra i risultati analitici e quelli ottenuti dalla simulazione

Come si vede dal grafico, le due relazioni hanno un andamento quasi coincidente fino
a valori di Φs < 0.62 circa; è un ottimo risultato dal momento che in letteratura si
afferma che le relazioni analitiche hanno andamenti aderenti alla realtà solo fino a
Φs < 0.25.
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7 Qualche esperienza di laboratorio

7.1 Realizzazione dischetti superdidrofobici

Nel corso dell’esperienza di laboratorio si sono realizzati due dischetti superidrofo-
bici.
Sono stati scelti due dischetti di alluminio del diametro di 5 cm e, per la costruzione
dei substrati, i campioni sono stati ripuliti mediante l’aerografo (strumento collegato
a un tubo di aria compresso e in grado di nebulizzare i liquidi) con acetone da olio,
grasso, polvere, sporco, ruggine ed altri eventuali corpi estranei dalla superficie al
fine di assicurare un’adeguata adesione del rivestimento alla superficie.
Successivamente i due dischetti sono stati trattati con la vernice commerciale Ultra
Ever Dry, un rivestimento altamente idrorepellente, autopulente, anticorrosivo e an-
tibatterico, in grado di respingere completamente quasi ogni tipo di liquido.
Sempre mediante l’aerografo sono stati applicati sulle aree di interesse i due strati
di cui l’Everdry è composto: la base o Bottom Coat e il Top Coat. [8]

Figura 7.1: Vernice superidrofobica Ultra Ever Dry

Prima di applicare le due vernici, i due contenitori sono adeguatamente agitati per
circa 5-10 minuti (come da istruzioni) per una miglior resa.
Inizialmente è stata applicata la vernice per il rivestimento di base, si è atteso qual-
che minuto tra questa applicazione e la successiva.
Nel frattempo è stato ripulito lo strumento con dell’acetone per eliminare i residui
della vernice precedentemente utlizzata.
Dopodichè è stata data la seconda passata per il rivestimento superiore; i pezzi
trattati sono stati completati e hanno assunto una patina superficiale trasparente e
lievemente opaca.
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Figura 7.2: Elementi trattati con Ultra Ever Dry

Oltre ai due dischetti, con il medesimo procedimento, è stato trattato un piccolo
pezzetto dello stesso materiale che sarà utile per fare le analisi morfologiche con il
microscopio elettronico.
Il rivestimento inferiore è composto da polimero, utilizzato per legare lo strato supe-
riore, mentre nel top coat sono presenti particelle micrometriche di biossido di silicio
disperse in un solvente.
Una superficie così ricoperta è formata da una sorta di maglia tridimensionale con
grani di dimensioni variabili (tra 10 e 50 µm) disposti uniformemente su tutta l’area.
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7.2 Misure dell’angolo di contatto statico

La prima fase di analisi delle superfici superidrofobiche realizzate è stata quella
legata alla misurazione dell’angolo di contatto statico.
Lo strumento utilizzato è costituito da una piattaforma, dove tramite un supporto
è stato appoggiato il dischetto superidrofobico (vedi figura 7.3); ad una estremità
della piattaforma è posizionata la sorgente di luce mentre all’altra si trova l’ottica
di misura e la telecamera interfacciata ad un computer, che tramite un software
Windows consente di catturare le immagini.

Figura 7.3: Misuratore d’angolo di contatto e goccia pendente

La piattaforma di misura può essere spostata facilmente e velocemente lungo i tre assi
di misura attraverso tre manopole, mentre la qualità dell’immagine viene ottimizzata
regolando zoom, messa a fuoco e intensità della sorgente di luce.
Sulla la piattoforma è stato posizionato il dischetto e sopra, tramite una micropipetta
graduata, sono state appoggiate una serie di gocce di acqua demineralizzata.

Figura 7.4: Dischetto con goccia
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Le immagini di figura 7.5 - 7.16 sono state scattate dal momento in cui la goccia è
stata poggiata sulla superficie fino a circa 1 minuto dopo, secondo i seguenti inter-
valli (in secondi): t1 = 0, t2 = 10, t3 = 15, t4 = 20, t5 = 35, t6 = 60.

Figura 7.5: SH al tempo t1 Figura 7.6: Al al tempo t1

Figura 7.7: SH al tempo t2 Figura 7.8: Al al tempo t2

Figura 7.9: SH al tempo t3 Figura 7.10: Al al tempo t3
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Figura 7.11: SH al tempo t4 Figura 7.12: Al al tempo t4

Figura 7.13: SH al tempo t5 Figura 7.14: Al al tempo t5

Figura 7.15: SH al tempo t6 Figura 7.16: Al al tempo t6

Nelle figure 7.5, 7.7, 7.9, 7.11, 7.13, 7.15 si è usato il dischetto superidrofobico e
la goccia rimane sferica anche dopo che è trascorso 1 minuto perciò non si hanno
grandi modifiche nell’angolo di contatto.
Nelle figure 7.6, 7.8, 7.10, 7.12, 7.14, 7.16 si ha come base di appoggio un disco in
lega di alluminio e in questo caso dopo circa 1 minuto la goccia ha sensibilmente
modificato il suo angolo di contatto e si è "appiattita" aderendo così al dischetto.
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Con l’utilizzo di un software di disegno tecnico, si sono valutati gli angoli di contatto
statico delle gocce e i valori ottenuti sono coerenti con la natura microscopica delle
due superfici.
Per la misura dell’angolo di contatto statico è stato tracciato un segmento orizzonta-
le coincidente con la superficie del dischetto e una circonferenza o un arco passante
per tre punti, due dei quali fissati nelle zone estreme di contatto tra goccia e super-
ficie e l’altro vicino a uno di questi.
Successivamente è stata tracciata la retta tangente alla circonferenza o all’arco pas-
sante per il punto di contatto alla base e infine si inserisce la quota dell’angolo
compreso tra l’orizzontale e la tangente.
Le prove sono state ripetute più volte su entrambi i campioni delle SH e su quelli di
lega di alluminio per verificarne la ripetibilità.
Di seguito si riportano due elaborazioni delle immagini ottenute per gli angoli di
contatto statico su superficie superidrofobica per entrambi i campioni realizzati.

Figura 7.17: Elaborazione misura angolo di contatto statico (Campione 1 - SH)

Figura 7.18: Elaborazione misura angolo di contatto statico (Campione 2 - SH)
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In entrambi i campioni l’angolo di contatto statico della goccia analizzata presenta
valori superiori a 150°, che come si sa dalla letteratura è il valore sopra al quale una
superficie può essere definita come superidrofobica.[1]
Di seguito si riporta l’elaborazione dell’immagine ottenuta per l’angolo di contatto
statico su una superficie trattata in lega di alluminio, trascorso circa 1 minuto dal
momento in cui la goccia è stata poggiata sul dischetto in modo tale da permetterne
un assestamento.
Come si è visto nelle immagini ottenute dal dischetto in lega di alluminio, la goccia
ha modificato la sua forma nel tempo in modo molto evidente.

Figura 7.19: Elaborazione misura angolo di contatto statico (Lega di Al)

L’angolo misurato è inferiore a 90°, coerentemente con la natura idrofila del materiale
che compone questo dischetto.
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7.3 Misure dell’angolo di tilt

L’angolo di tilt è definito come l’angolo minimo di scorrimento, ossia il minimo valore
di inclinazione della piattaforma dello strumento per cui la goccia, precedentemente
poggiata sul materiale in condizioni di equilibrio, tende a scivolare via.

Durante l’esperienza di laboratorio per fare questo tipo di misure è stato utiliz-
zato lo strumento usato per misurare l’angolo di contatto statico.
Inizialmente è stata posizionata la goccia sulla piattaforma orientabile dello stru-
mento ed è stato fissato lo zero utilizzando un semplice cartoncino nero bloccato,
mediante un sostegno fisso, e posizionato in modo tale che fosse parallelo alla super-
ficie di base del dischetto con la goccia in equilibrio.
Successivamente si è iniziato a far inclinare il dischetto gradatamente girando una
manopola e nel momento in cui la goccia è scivolata via si è lasciato il sistema in
quella posizione.
Per la misurazione degli angoli, è stata scattata una fotografia al sistema nella sua
configurazione finale permettendo la valutazione dell’angolo di tilt calcolato come
l’angolo compreso tra l’orizzontale mantenuta tale anche dopo l’inclinazione grazie
al posizionamento dello zero e la retta che coincide con la superficie di base del disco.
Sono state fatte tre misurazioni, si sono ottenuti rispettivamente i seguenti valori di
θ: 1,285°, 1,369°, 0,919°.

Figura 7.20: Misura angolo di tilt 1
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Figura 7.21: Misura angolo di tilt 2

Figura 7.22: Misura angolo di tilt 3

Nelle immagini di figura 7.20, 7.21, 7.22, si mostra che i valori di scorrimento minimo
di una goccia posizionata su una superficie superidrofobica si aggirano mediamente
intorno a 1°.
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7.4 Analisi morfologica del dischetto

7.4.1 Microscopio ottico

Per l’analisi morfologica dei dischetti, si è utilizzato in una prima fase il microsco-
pio ottico e si sono ottenute, per ingrandimenti crescenti di x50, x100, x200, x500,
x1000, le seguenti immagini:

Figura 7.23: Microscopio ottico x50

Figura 7.24: Microscopio ottico x100
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Figura 7.25: Microscopio ottico x200

Figura 7.26: Microscopio ottico x500
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Figura 7.27: Microscopio ottico x1000

Nelle immagini 7.23 - 7.27 è possibile visualizzare la composizione del materiale e le
asperità proprie della natura superidrofobica del dischetto.
In particolare esistono due ordini di asperità: quelle più grandi (in nero più scuro
nelle figure 7.23, 7.24, 7.25), dovute probabilmente a degli aggregati di particelle, e
quelli più piccole che dovrebbero costituire i pillars per la superidrofobicità (in grigio
più chiaro e con i contorni scuri nelle figure 7.24, 7.25, 7.26, 7.27).
Come si può vedere, la distribuzione delle asperità non è del tutto omogenea e questo
è legato alla difficoltà nella preparazione del rivestimento, che per quanto sia stata
fatta con attenzione, porta ad avere superfici non pienamente regolari e quindi non
del tutto aderenti a una condizione simulata.

62



7.4.2 Microscopio elettronico

Con il microscopio elettronico SEM si sono ottenute le seguenti immagini:

Figura 7.28: Microscopio elettronico SEM x30

Figura 7.29: Microscopio elettronico SEM x100
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Figura 7.30: Microscopio elettronico SEM x500

Figura 7.31: Microscopio elettronico SEM x1000

64



Figura 7.32: Microscopio elettronico SEM x2000

Figura 7.33: Microscopio elettronico SEM x5000

Con questa tipologia di microscopio è possibile raggiungere ingrandimenti notevol-
mente superiori rispetto a quelli ricavabili con quello ottico; in particolare nelle figure
7.31, 7.32 e 7.33 si ottengono ingradimenti x1000, x2000 e x5000.
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Nelle immagini del microscopio elettronico SEM è possibile visualizzare con maggior
definizione rispetto al microscopio ottico la composizione del materiale e le asperità
proprie della natura superidrofobica del dischetto.
É possibile individuare i due ordini di asperità: quelle più grandi (in azzurro più
chiaro nelle figure 7.28, 7.29, 7.30) e quelle più piccole (nelle figure 7.31, 7.32, 7.33).
Si parla quindi dell’ordine di poche decine di µm per i pillars creati grazie al tratta-
mento con Ultra Ever Dry.

66



7.5 Analisi del coefficiente di momento: il reometro

La reologia studia il legame esistente tra lo sforzo di taglio applicato e il gradiente
di velocità prodotto e, per mezzo di essa, è possibile valutare il comportamento dei
fluidi in diversi stati.
La misura della viscosità viene effettuata mediante particolari strumenti, i reome-
tri (o viscosimetri), che permettono di ricavarne il valore attraverso un bilancio di
grandezze dinamiche (forze, coppie), grandezze cinematiche (portata, spostamento,
velocità) e grandezze geometriche.
I principali reometri utilizzati per le misure di viscosità dei fluidi sono:

- a piatti paralleli;

- a cilindri coassiali;

- rotazionali a cono piatto;

- di Brookfield.

Per la valutazione del coefficiente di momento, è stato utilizzato il reometro rotazio-
nale a cilindri coassiali (vedi figura 7.34).
Il reometro rotazionale è costituito da due piatti, uno fisso e l’altro mobile, tra i
quali è interposto un fluido di viscosità incognita.
Un motore impone un’assegnata velocità di rotazione al piatto, che crea un flusso di
scorrimento all’interno del fluido in esame. Un secondo dispositivo misura la coppia
necessaria a mantenere in movimento il piatto.
Dalla misura della coppia è possibile risalire allo sforzo applicato al fluido, mentre
da quella della velocità di rotazione al gradiente di scorrimento. Ciò permette il
calcolo della viscosità del fluido.

Figura 7.34: Reometro a cilindri coassiali
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L’analisi svolta è stata fatta per valutare il coefficiente di momento, un coefficiente
di attrito legato alla coppia.
Come si vede dalla figura 7.34, è stato connesso al rotore dello strumento il dischetto
superidrofobico ed è stato immerso in una vasca rettangolare a circa 4 cm dal pelo
libero.
La forma e le dimensioni del contenitore consentono di poter affermare che la zona
di interesse non risente degli effetti di bordo.
Il reometro è connesso al computer e tramite un software è stato possibile scegliere
alcune impostazioni, come la velocità da 0 giri/min a 3000 giri/min con 100 diversi
step in cui vengono misurate le seguenti grandezze:

- sforzo di taglio;

- coppia;

- velocità.

Dopo aver inserito il dischetto, si è potuto notare la formazione del plastron di gas
(vedi figura 7.35).

Figura 7.35: Plastron di gas

Sono state fatte diverse prove, riassunte nella seguente tabella.

Nome prova (colore curva) Spiegazione prova
Prova 1 (blu) Nessuna preparazione
Prova 2 (rosso) Dischetto non rimosso dalla vasca

Prova 3 (arancione) Dischetto rimosso dalla vasca e non asciugato
Prova 4 (viola) Dischetto rimosso dalla vasca e asciugato
Prova 5 (verde) Dischetto con vernice anti-fouling
Prova 6 (azzurro) Dischetto in vasca cilindrica
Prova 7 (blu scuro) Dischetto in vasca cilindrica con bolla
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Figura 7.36: Confronto curve del coefficiente di momento al variare del numero di
Reynolds (Prove 1-5)

Per il calcolo del coefficiente di momento Cm e del numero di Reynolds Re sono state
usate le seguenti formule:

Cm =
4 ·M

ρ ·R5 · ω2
Re =

ω ·R2

ν
=
ρ · ω ·R2

µ

Gli andamenti ottenuti sono coerenti con le aspettative; inoltre si nota che per valori
di Reynolds compresi tra 25000 e 50000, la curva con il coefficiente di momento più
alto è quella rossa ossia quella corrispondente al rotore che al termine di una prima
prova non è stato rimosso ed è stata iniziata subito dopo una nuova prova.
Questo fenomeno si può spiegare dal fatto che dopo la zona di flusso laminare,
quando si entra nella zona di transizione, il plastron che si era formato a contatto
con la superficie del disco non regge la pressione esercitata dalle forze centrifughe
e viene distrutto. Perciò dal momento in cui quello stesso disco (non rimosso dalla
vasca e quindi senza plastron) viene sottoposto a una nuova prova risulta avere delle
prestazioni inferiori rispetto al rotore singolo iniziale (linea blu).
Un’altra osservazione interessante riguarda le linee gialle e viola, rispettivamente
legate al caso di rotore rimosso e non asciugato e di rotore rimosso e asciugato;
entrambe le curve, nella zona di transizione e fino a Re ∼= 75000, hanno prestazioni
più elevate e quindi un minor coefficiente di attrito rispetto al rotore iniziale. Ciò
può essere legato al fatto che innanzitutto il rotore (linea blu) poteva contenere
tracce di polvere e dopo essere stato bagnato queste impurità sono state eliminate
e inoltre essendo già stato inserito in acqua il plastron che si è formato è un film
d’aria (forse) più sottile di quello che si era creato inizialmente.
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Infine la curva verde è costruita con i dati ottenuti da un dischetto rivestito con una
generica vernice usata per le navi e con funzione anti-fouling.
Sono state realizzate due ulteriori prove (la sesta e la settima dopo quelle fatte
nella vasca rettangolare) utilizzando un contenitore cilindrico nel quale immergere il
disco, ma si sono presentate diverse problematiche legate alle particolari condizioni
fluidodinamiche sviluppate.
Durante la sesta prova, il disco è stato inserito nel contenitore cilindrico senza una
specifica preparazione, ma si è notato che all’aumentare della velocità si è formato
un vortice via via sempre più grande (vedi figura 7.37).

Figura 7.37: Vortice

Al termine della sesta prova a causa del livello di turbolenza raggiunto durante il test
e per l’ingente dimensione del vortice rispetto alla grandezza del contenitore, è stata
inglobata dell’aria sotto il disco e si è formata una bolla, che è rimasta intrappolata
sulla superficie superidrofobica (vedi figura 7.38).
La settima prova è stata svolta in presenza di questa anomalia.

Figura 7.38: Anomalia bolla
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Nel grafico di figura 7.39, sono state inserite anche le curve legate alla sesta e alla
settima prova.

Figura 7.39: Confronto curve del coefficiente di momento al variare del numero di
Reynolds (Prove 1-7)

Sia la curva azzurra che quella blu seguono un andamento che da una prima analisi
superificiale sembrerebbe riportare prestazione fortemente più elevate per tutti i
valori di Re testati.
Tuttavia questo risultato deve essere analizzato alla luce di cosa avviene durante il
test con il reometro; infatti come si vede dalla figura 7.39, la formazione di questo
macro vortice, provoca un crollo del coefficiente di momento.
Questo aspetto è legato a due fattori:

1. il dischetto risente di una velocità del fluido più bassa, dovuto al fatto che la ve-
locità relativa si è ridotta a causa dell’aumento della velocità di trascinamento
dovuto dalla presenza del vortice;

2. il dischetto per velocità molto elevate risulta essere sul suo lato superiore a
contatto diretto con l’aria e non più con acqua e ciò provoca una riduzione
degli attriti.

I risultati anomali ottenuti con il contenitore cilindrico spiegano il motivo per cui
è stato scelto un contenitore rettangolare di dimensioni maggiori, evitando sia gli
effetti di bordo che eventuali fenomeni come quello del vortice.
Alla luce di queste considerazioni, è importante sottolineare il fatto che per Re <
50000, il coefficiente di momento Cm è più basso per la vernice superidrofobica
che per la vernice commerciale anti-fouling, ciò determina un miglioramento delle
prestazioni per i materiali che utilizzano un rivestimento superidrofobico.
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8 Conclusioni

Il lavoro di tesi si è sviluppato con l’intento di studiare l’interazione del moto del-
l’acqua su una superficie superidrofobica.
Il bagaglio di conoscenze e competenze che ho avuto modo di acquisire durante lo
sviluppo della tesi, mi ha permesso di apprendere le nozioni di base in merito al
calcolo CFD con l’utilizzo del metodo di discretizzazione agli elementi finiti FEM,
lo sviluppo di un modello tridimensionale con il software COMSOL Multiphysics
per la simulazione, l’utilizzo di un linguaggio di markup chiamato LaTeX dedicato
alla stesura di testi e l’esperienza di attività di laboratorio dalle quali ho avuto la
possibilità di riscontrare direttamente quelle che sono le difficoltà legate al mondo
della sperimentazione.
Nell’ambito della formulazione numerica, si è ottenuto un importante risultato per
quanto riguarda le espressioni della velocità nel caso macroscopico. La condizione di
slip per la componente orizzontale della velocità del fluido a livello della parete fit-
tizia è con la condizione di Navier e per la componente verticale coincide con quella
di non penetrazione del fluido sulla parete; queste due condizioni sono verificate fino
al terzo ordine, invece che al secondo a cui si era arrivati.
Si è inoltre verificato che i risultati ottenuti con la simulazione sono coerenti con la
letteratura.
Per quanto riguarda l’attività di laboratorio, si sono ottenuti esiti positivi sia nella
valutazione delle grandezze caratteristiche di una superficie SH sia nel calcolo del
coefficiente di momento, un parametro legato all’attrito, che è risultato inferiore
rispetto a una superficie trattata con anti-fouling; quest’ultimo aspetto prova il mi-
glioramento delle prestazioni connesso a un rivestimento superidrofobico.
In conclusione, la tesi offre un buon punto di partenza per future estensioni del
modello matematico e fisico sempre più aderenti alla realtà del fenomeno.

72



Riferimenti bibliografici

[1] A. Bottaro. Superhydrophobic surfaces for drag reduction. Istituto
Lombardo(Rend. Scienze), 148:239–268, 2014.

[2] M. Ma; R.M. Hill. Superhydrophobic surfaces. Current Opinion in Colloid
Interface Science, 11:193–202, 2006.

[3] Z. Guo; W. Liu; B.L. Su. Superhydrophobic surfaces: From natural to biomimetic
to functional. Journal of Colloid and Interface Science, 353(2):335–355, 2011.

[4] Y. A. Cengel; J. M. Cimbala. Fluid Mechanics: Fundamentals and Applications.
Mc Graw Hill, 2014.

[5] M. Ferronato. Il metodo degli elementi finiti. Dispense del Corso di Calco-
lo Numerico, Laurea Magistrale in Ingegneria per l’Innovazione del Prodotto
Università degli studi di Padova, 2008.

[6] M. Venturin. Introduzione a freefem ++. EnginSoft, Padova, 2012.

[7] F. Hecht. New development in freefem ++. J. Numer. Math., 20(3-4):251–265,
2012.

[8] A. Lagazzo; M. Mammi; M. Delucchi; C. Boragno. Innovation Challenge Fin-
cantieri - report delle caratteristiche chimico-fisiche delle formulazioni sviluppate.
DICCA Scuola Politecnica Università di Genova, 2017.

73


