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Sommario

In questa tesi andremo a studiare come una parete scabra in�uenzi la dinamica del �uido che si muove a

conta�o con la parete stessa. La rugosità della parete in�uenza il �usso di strato limite; vogliamo quindi trovare

le condizioni di parete equivalenti da poter applicare al problema di Navier-Stokes, che ha luogo su una scala

spaziale di dimensioni tipicamente molto maggiori rispe�o alla dimensione cara�eristica della scabrezza. Per far

ciò bisogna impostare lo studio delle equazioni di Stokes in uno spazio microscopico (de�o volume elementare

o cella unitaria) molto vicino alla parete, dove sono presenti elementi di rugosità che hanno la forma di cube�i

disposti regolarmente sulla super�cie solida. Tramite la teoria multiscala e la tecnica di omogenizzazione si

possono sviluppare le equazioni in vari sistemi, di ordine via via crescente (e di importanza via via decrescen-

te) in termini del parametro ε, con ε � 1 rapporto tra le scale di lunghezza introdo�e sopra. I risultati delle

equazioni microscopiche all’ordine principale e all’ordine successivo (chiamate equazioni ausiliarie) forniscono

dei coe�cienti che andranno impiegati nelle condizioni al contorno del problema macroscopico. Tali condizioni

sono de�e e�e�ive; sono applicate su una super�cie ��izia, posta al di sopra della parete reale, e mimano il

comportamento e l’e�e�o della scabrezza sul campo di moto a grande scala del �uido. L’interesse dell’omoge-

neizzazione e’ proprio quello di rimpiazzare il comportamento microscopico a�orno ad elementi di rugosità (il

cui studio richiederebbe una griglia di calcolo molto ra�nata localmente, e tempi di calcolo molto alti) con un

comportamento opportunamente omogeneizzato, la cui soluzione numerica può essere o�enuta in modo molto

più rapido.

1 Introduzione

L’ogge�o di questa tesi è lo studio del moto incomprimibile di un �uido in prossimita di una parete scabra,

stru�urata in modo regolare. L’obie�ivo pre�sso è lo sviluppo di condizioni equivalenti o e�e�ive da applicare

ad una certa distanza dalla parete reale per replicarne l’e�e�o.

Per studiare il fenomeno del moto vicino alla parete scabra si è diviso lo spazio in una regione interna, vicino alla

parete, ed una esterna, lontano dalla stessa, e cercato una linea di con�ne sulla quale e�e�uare un matching tra

le soluzioni interna ed esterna. Nella regione interna il moto è re�o da e�e�i viscosi, e le equazioni che abbiamo

risolto sono le equazioni di Stokes. Tale soluzione perme�e di ricavare coe�cienti da utilizzare nello studio del

moto esterno, imponendo condizioni e�e�ive ad una distanza Y∞ (Y∞ → 0) dalla parete.

Per studiare la dinamica in prossimità della super�cie solida scabra si è modellato uno spazio 3d con una unità

periodica che rappresenta la singola unità di asperità, ovvero un cubo che fuoriesce dalla super�cie, come si può

vedere ra�gurato in �g. 1. La parete è composta da un piano sopra il quale la singola unità si ripete periodica-

mente lungo le direzioni degli assi X e Z . Abbiamo assegnato un valore pari a 0, 5 per k e 1 per Sx. Per eseguire

i calcoli e trovare le soluzioni dei 9 problemi ausiliari che risultano dall’analisi asintotica si è utilizzato il metodo

degli elementi �niti, andando a discretizzare lo spazio e applicando le dovute condizioni al contorno.
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Figura 1: Riproduzione del modello utilizzato per la parete scabra

1.1 Letteratura

La de�nizione delle condizioni al contorno per una parete solida ed impermeabile in conta�o con un �uido

viscoso incomprimibile ha tenuto occupati molti ricercatori ancora prima che lo studioso francese Henri Navier

derivò per primo l’equazioni che oggi portano il suo nome. Nel suo lavoro iniziale risalente al 1823, Navier [1]

considerava che la forza esercitata da un �uido viscoso sulla parete fosse bilanciata dalla resistenza che la parete

oppone al �uido, e che quest’ultima fosse proporzionale ad una certa velocità di scorrimento. Se la direzione

normale alla parete è indicata con Y e la velocità tangente alla parete con U, la velocità di scorrimento diviene:

U = ελxUY , (1)

con la costante di Navier, λx, un e�e�iva profondità di penetrazione, uguale alla distanza nella parete dove la

componente della velocità estrapolata linearmente svanisce. Il piccolo parametro ε viene de�nito in seguito. Nel-

l’equazione scri�a sopra e nelle seguenti, una variabile indipendente utilizzata come indice indica un operazione

di di�erenziazione parziale rispe�o a quella variabile.

La condizione di Navier è stata messa in discussione solo dopo cento anni, quando G. I. Taylor [2] pose la questione

con una serie di esperimenti sul �usso tra cilindri concentrici rotanti diversamente, vicino al limite della prima

instabilità dell’idrodinamica. La teoria di Taylor, che fornisce risultati in eccellente accordo con gli esperimenti,

era basata sull’idea che il �uido non può scorrere quando in conta�o con la super�cie solida. Da quel momento,

la condizione di non scorrimento venne, per la maggioranza, acce�ata universalmente. Con�gurazioni per le

quali le condizioni di scorrimento rimangono in uso includono il �usso a tripla linea (per esempio che descrive

il movimento di punta di una goccia di liquido che scivola giù da un piano inclinato), il �usso dei gas rarefa�i,

per esempio nei dispositivi micro-�uidici (in questo caso la condizione di Navier è spesso associata al nome

di Maxwell), o il �usso al di sopra delle super�ci con micro rugosità, eventualmente impregnate con un �uido

lubri�cante (per una rivalutazione recente il le�ore faccia riferimento a [3]). Tu�e queste eccezioni condividono

la peculiarità che la descrizione continua del �usso si rompe o diventa troppo di�cile o impegnativa per essere

3



risolta, e.g. da tecniche computerizzate, cos̀ı che una visione microscopica-macroscopica coniugata è preferibile.

�esti sono casi in cui la tecnica della omogeinizzazione si dimostra valida.

Il presente lavoro è dedicato alla descrizione di un approccio per derivare le e�e�ive condizioni di con�ne vicino

ad una parete ondulata partendo dallo studio su una scala microdimensionale, cos̀ı che in una applicazione pra-

tica la parete ondulata possa essere sostituita da una super�cie ��izia liscia sulla quale il �usso può scorrere e

a�raverso la quale è permessa la traspirazione, o�enendo nella maggior parte del dominio lo stesso risultato che

si avrebbe con la reale super�cie scabra.

�esta strategia consente di estrapolare gli e�e�i legati alla dimensione microscopica evitando la complessa

risoluzione numerica dei �ussi con stru�ure microscopiche. Come nella maggior parte degli studi precedenti,

si presume che la carra�eristica di rugosità periodica si ripeta su una scala molto più corta di una grandezza

cara�eristica del �usso macroscopico; questo rende necessaria una descrizione del problema su più scale [4]. Al

contrario della le�eratura esaminata di seguito, le condizioni e�caci o�enute qui sono corre�e �no al terzo ordine

nei termini di un piccolo parametro, de�nito dal rapporto tra scale microscopiche e macroscopiche. Pertanto,

il presente modello descrive in modo più accurato, rispe�o alle relazioni disponibili �no ad ora in le�eratura,

l’e�e�o delle piccole scale asintotiche sul �usso in larga scala. Come risultato signi�cativo, verrà mostrato che

tu�i i parametri inclusi nelle condizioni al contorno al secondo ordine derivano dalla risoluzione numerica di un

problema microscopico di Stokes unico; al terzo ordine devono essere risolti alcuni sistemi ausiliari aggiuntivi.

La necessità di disporre di modelli precisi per il �usso in prossimità di pareti con determinate cara�eristiche

e pa�ern è particolarmente sentita quando il �usso diventa turbolento, come accade nella maggioranza delle

applicazioni. �indi, è noto che la resistenza all’a�rito di solito aumenta, se confrontata nelle stesse condizioni

con il caso a parete liscia, ad eccezione di modelli di parete proge�ati in modo intelligente. Esempi di questi ultimi

includono microscalanature [5, 6, 7, 8] e altre pareti con particolari rugosità presenti in natura [9, 10, 11, 12]. A

condizione che la rugosità rimanga nel so�ostrato viscoso, le ”e�ective conditions” alla parete scabra sviluppate

nel presente documento consentiranno di e�e�uare, in breve tempo, ricerche parametriche di schemi super�ciali

regolari applicabili, ad esempio, per ridurre al minimo l’a�rito dovuto allo strisciamento.

La prima pubblicazione importante che descrive l’applicazione di uno studio multiscala per estrapolare condizioni

e�caci per una parete ruvida è dovuta a Achdou et al [13]. �esti autori si sono concentrati sul caso bidimensio-

nale, incomprimibile e le condizioni derivate sono al secondo ordine in termini di , una misura della dimensione

relativa della rugosità. Per un confronto successivo, le condizioni (non lineari) in [13] sono espresse:

U = ελxUY − ε2[ξPX + χU2], (2)
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V = 0, (3)

con P la pressione. Le costanti λx, ξ e χ derivano dalla risoluzione di problemi di Stokes in una cella di unità

periodica costruita a�orno a un singolo elemento di rugosità. Per le con�gurazioni macroscopiche del �usso

laminare testate nel loro documento, Achdou e colleghi hanno o�enuto buoni risultati confrontandoli con simu-

lazioni complete, portandoli a dichiarare che la soluzione al primo ordine è già molto accurata e per concludere

che non è sicuro che valga la pena proseguire al secondo ordine. Discuteremo di seguito che la condizione (3)

non è accurata al secondo ordine.

Successivi sviluppi non seguirono il percorso avviato da Achdou e collaboratori e si limitarono principalmente

all’esame di vari aspe�i della condizione di Navier. Ad esempio, Jäger e Mikelić [14] hanno fornito una giusti�ca-

zione rigorosa dello sli�amento di Navier per il �usso in un canale piano e hanno condo�o stime asintotiche della

forza di a�rito tangenziale e della portata e�e�iva. Basson e Gérard-Varet[15] hanno usato l’omogeneizzazione

stocastica per estendere la precedente analisi al caso di un �usso in un canale con un modello di rugosità omoge-

nea disposta in maniera arbitraria. Kamrin et al. [16], utilizzando variabili di scala diverse da quelle qui impiegate,

ha trovato una forma tensoriale di scorrimento di Navier per il �usso su super�ci periodiche con approssimazione

di secondo ordine. Hanno introdo�o untensore di moto Λ (o tensore di scorrimento Navier) e, dopo aver svilup-

pato la parete in serie di Fouries, hanno fornito una formula per Λ, dimostrando la sua simmetria. Luchini [17]

ha esteso l’analisi considerando due con�gurazioni. Nella prima, chiamata shallow-roughness limit, la super�cie

considerata era Y = εH(X, Z), ovvero la rugosità diventa più liscia come Y = εH(X/ε, Z/ε). Il secondo limite,

chiamato limite di rugosità rido�a, riguardava una famiglia di super�ci de�nite da Y = εH(X/ε, Z/ε), ovvero

un modello che rimane geometricamente simile a se stesso con ε variabile. L’analisi del primo ordine di Luchini

ha tenuto conto dell’e�e�o del rapporto di rugosità a�raverso un coe�ciente di sporgenza e dell’interferenza tra

elementi di rugosità uguale posti in una disposizione periodica tramite un coe�ciente di prossimità. Gli aspe�i

collegati al trasferimento di calore e ai gradienti di concentrazione a�raverso con�ni eterogenei e approssimativi

sono stati studiati da Introı̈ni et al. [18] e Guo et al. [19] da un’analisi di alto livello basata sulla teoria della

media del volume. Anche in questo caso, la condizione di sli�amento Navier è stata ripristinata al primo ordine.

Analisi più recenti basate sull’omogeneizzazione multiscala sono state condo�e da Jiménez-Bolaños e Vernescu

[20], Zampogna et al.[21] e Lācis et al. [22]. �est’ultimo studio è stato l’unico a spingere lo sviluppo al secondo

ordine, anche se solo per V , derivando una condizione di traspirazione su una parete ��izia. La condizione è

stata testata con successo per il caso di un �usso di canale turbolento legato da una parete ruvida, dimostrando

l’importanza di tenere conto delle �u�uazioni di velocità normali della parete in un modello di parete ruvida. Il

presente contributo parte da queste premesse.
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2 Formulazione matematica

Possiamo studiare il problema nei due so�odomini che chiameremo macro e micro. Le coordinate spaziali sono

de�nite tramite le variabili dimensionali (x̂, ŷ, ẑ).

2.1 Equazioni iniziali, continuità e moto

Equazioni in forma dimensionale:

Equazione di continuità:
∂û

∂x̂
+
∂v̂

∂ŷ
+
∂ŵ

∂ẑ
= 0

Equazioni del moto:

ρ

(
∂û

∂t̂
+ û

∂û

∂x̂
+ v̂

∂û

∂ŷ
+ ŵ

∂û

∂ẑ

)
= −∂p̂

∂x̂
+ µ∇2û

ρ

(
∂v̂

∂t̂
+ û

∂v̂

∂x̂
+ v̂

∂v̂

∂ŷ
+ ŵ

∂v̂

∂ẑ

)
= −∂p̂

∂ŷ
+ µ∇2v̂

ρ

(
∂ŵ

∂t̂
+ û

∂ŵ

∂x̂
+ v̂

∂ŵ

∂ŷ
+ ŵ

∂ŵ

∂ẑ

)
= −∂p̂

∂ẑ
+ µ∇2ŵ

Scriviamo in forma adimensionale le equazioni sia per il caso macro che per il caso micro utilizzando delle scale

appropriate.

Scale macroscopiche:

• L: scala di lunghezza

• Ū : scala di velocità

• ρŪ2: scala di pressione

• L
Ū

: scala temporale

Scale microscopiche:

• l: scala di lunghezza

• ū: scala di velocità

• µ ūl : scala di pressione viscosa

• l
ū : scala temporale

Variabili adimensionalizzate:

Macro:

• Xi = x̂i

L
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• Ui = ûi

Ū

• T = t̂
L Ū

• P = p̂

ρŪ2

Micro:

• xi = x̂i

l

• ui = ûi

ū

• t = t̂u
l ū

• p = p̂l
µū

Ora possiamo riscrivere le equazioni nella forma adimensionalizzata.

Macro:

Equazione di continuità:
∂Ûi

∂X̂i

= 0

Equazioni del moto:
∂U

∂T
+ U

∂U

∂X
+ V

∂U

∂Y
+W

∂U

∂Z
= − ∂P

∂X
+

1

Re
∇2U

Dove abbiamo introdo�o il numero di Reynolds, per il caso macroRe = ULρ
µ . Introducendo la derivata multiscala

possiamo riscrivere il primo termine dell’equazione del moto. Utilizzando gli indici i e j:

DUi
DT

= − ∂P

∂Xi
+

1

Re

∂2Ui
∂X2

j

Micro:
∂ûi
∂x̂i

= 0

R

(
∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
+ v

∂u

∂y
+ w

∂u

∂z

)
= −∂p

∂x
+∇2u

dove R rappresenta il numero di Reynolds per il caso micro, R = lū
ν .

Possiamo riscrivere l’equazioni del moto per il caso micro introducendo la derivata materiale ed ε, dove ε = l
L =

ū
Ū

è un numero molto piccolo (ε � 1), de�nito come il rapporto fra le scale di lunghezza o di velocità. Perciò

R = ε2Re.

Equazione del moto caso micro:

ε2Re

(
Dui
Dt

)
= − ∂p

∂xi
+∇2ui

Il laplaciano è un operatore matematico: ∇2 = ( ∂2

∂x2 + ∂2

∂y2 + ∂2

∂z2 ) = ∂2

∂x2
i

.
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2.2 Sviluppi asintotici equazioni caso micro

2.2.1 Sviluppo asintotico delle variabili

Ogni variabile può essere scri�a come combinazione di funzioni delle stesse variabili in ordine crescente.

(u, v, w, p) = (u(0), v(0), w(0), p(0)) + ε(u(1), v(1), w(1), p(1)) + ε2(u(2), v(2), w(2), p(2)) + ...

Gli ordini si indicano con O(εn), dove n indica il grado dell’ordine. Nei prossimi passaggi sarà illustrato come

riscrivere le equazioni del problema all’ordine 0, de�o anche ordine principale, e al primo ordine.

Ogni singola variabile è funzione sia delle variabili (x, y, z) del caso micro che delle variabili (X,Y, Z) del caso

macro. Non sarà invece funzione del tempo t poichè prendiamo in considerazione il caso stazionario.

Ipotizzando che le variabili microscopiche e macroscopiche siano indipendenti utilizziamo la derivata multiscala,

de�nita come segue:
∂

∂x̂i
= (

∂

∂xi
+ ε

∂

∂Xi
)

2.2.2 Equazioni riscritte con sviluppi asintotici

Introduciamo gli sviluppi all’interno dell’equazioni.

Equazione di continuità:

(
∂

∂x
+ ε

∂

∂X
)(u(0) + εu(1) + ...) + (

∂

∂y
+ ε

∂

∂Y
)((v(0) + εv(1) + ...) + (

∂

∂z
+ ε

∂

∂Z
)(w(0) + εw(1) + ...) = 0

All’ordine principale O(ε0):
∂u

(0)
i

∂xi
= 0

Al primo ordine O(ε):
∂u

(1)
i

∂xi
= −∂u

(0)
i

∂Xi

Equazioni del moto:

εRe(
Dui
Dt

) = −∂p
(0)

∂xi
+
∂2u

(0)
i

∂x2
j

− ε∂p
(1)

∂xi
− ε∂p

(0)

∂Xi
+ ε

∂2u
(1)
i

∂x2
j

+ 2ε
∂2u

(0)
i

∂xj∂Xj

All’ordine principale O(ε0):

−∂p
(0)

∂xi
+
∂2u

(0)
i

∂x2
j

= 0

Al primo ordine O(ε):

−∂p
(1)

∂xi
+
∂2u

(1)
i

∂x2
j

=
∂p(0)

∂Xi
− 2

∂2u
(0)
i

∂xj∂Xj

2.2.3 Sforzi tangenziali e normale

Le espressioni di sforzi tangenziali e lo sforzo normale sono:

ŜTx = µ(
∂û

∂ŷ
+
∂v̂

∂x̂
)
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ŜTz = µ(
∂ŵ

∂ŷ
+
∂v̂

∂ẑ
)

ŜN = −p̂+ 2µ
∂v̂

∂ŷ

Adimensionalizzo gli sforzi nel caso macro:

STx =
µŪ

L
(
∂U

∂Y
+
∂V

∂X
)

STz =
µŪ

L
(
∂W

∂Y
+
∂V

∂Z
)

SN =
µŪ

L
(−ReP + 2

∂V

∂Y
)

Adimensionalizzo gli sforzi nel caso micro:

sTx =
µŪ

L
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)

sTz =
µŪ

L
(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
)

sN =
µŪ

L
(−p+ 2

∂v

∂y
)

Condizioni al contorno: uguaglianza tra sforzi macro e micro all’interfaccia

STx = sTx

STz = sTz

SN = sN

Sostituisco e o�engo:
µŪ

L
(
∂U

∂Y
+
∂V

∂X
)|εy∞ =

µŪ

L
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)|y∞

µŪ

L
(
∂W

∂Y
+
∂V

∂Z
)|εy∞ =

µŪ

L
(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
)|y∞

µŪ

L
(−ReP + 2

∂V

∂Y
)|εy∞ =

µŪ

L
(−p+ 2

∂v

∂y
)|y∞

Riscrivo come:

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x
)|y∞ = STx |εy∞

(
∂w

∂y
+
∂v

∂z
)|y∞ = STz |εy∞

(−p+ 2
∂v

∂y
)|y∞ = SN |εy∞

Sviluppo gli sforzi:

∂u(0)

∂y
+
∂v(0)

∂x
+ ε

∂u(1)

∂y
+ ε

∂v(1)

∂x
+ ε

∂U (0)

∂Y
+ ε

∂V (0)

∂X
+ ... = STx |εy∞
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∂w(0)

∂y
+
∂v(0)

∂z
+ ε

∂w(1)

∂y
+ ε

∂v(1)

∂z
+ ε

∂W (0)

∂Y
+ ε

∂V (0)

∂Z
+ ... = STz |εy∞

−p(0) + 2
∂v(0)

∂y
+−εp(1) + 2ε

∂v(1)

∂y
+ 2ε

∂V (0)

∂Y
+ ... = SN |εy∞

Condizioni alla parete, per y = ywall applicchiamo la condizione di no-slip, ovvero che tu�e le componenti del

ve�ore velocità siano nulle sulla parete. La parete in questione sarà identi�cata dalla cordinata ywall, la quale è

funzione di x e z e de�nisce la geometria della cella unitaria dove studiamo il problema a livello microscopico.

Le condizioni al contorno per y = ywall sono: 
u = 0

v = 0

w = 0

La condizione di impermeabilità, ovvero l’impossibilità per il liquido di penetrare la parete, è soddisfa�a impo-

nendo nulla la componente normale alla parete. La condizione di no-slip, ovvero di completa aderenza del �uido

alla parete, è soddisfa�a imponendo nulle le componenti tangenziali della velocità. Da tali considerazioni risulta

perciò evidente che il ve�ore velocità abbia tu�e e tre le componenti nulle, per ogni punto dello spazio dove

y = ywall, qualsiasi sia il valore di x e z.

Sviluppando tale condizione di parete si o�iene:{
u

(0)
i + εu

(1)
i + ε2u

(2)
i + ... = 0

Si ha un problema di ordine 0 e un problema di ordine 1.

Problema all’ordine principale O(ε0) 
∂u

(0)
i

∂xi
= 0

−∂p
(0)

∂xi
+

∂2u
(0)
i

∂x2
j

= 0

Le condizioni al contorno per y∞ sono: 
∂u(0)

∂y + ∂v(0)

∂x = STx

∂w(0)

∂y + ∂v(0)

∂z = STz

−p(0) + 2∂v
(0)

∂y = SN

Le condizioni al contorno per y = ywall sono: 
u(0) = 0

v(0) = 0

w(0) = 0
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Problema al primo ordine O(ε1) 
∂u

(1)
i

∂xi
= −∂u

(0)
i

∂Xi

−∂p
(1)

∂xi
+

∂2u
(1)
i

∂x2
j

= ∂p(0)

∂Xi
− 2

∂2u
(0)
i

∂xj∂Xj

Le condizioni al contorno per y∞ sono:
∂u(1)

∂y + ∂v(1)

∂x = −∂U
(0)

∂Y − ∂V (0)

∂X

∂w(1)

∂y + ∂v(1)

∂z = −∂W
(0)

∂Y − ∂V (0)

∂Z

−p(1) + 2∂v
(1)

∂y = 2∂V
(0)

∂Y

Le condizioni al contorno per y = ywall sono: {
u

(1)
i = 0

Risoluzione del Problema all’ordine principale O(ε0).

Essendo lineare possiamo riscrivere le variabili in funzione di altre cos̀ı:

u(0) = u+STx + u‡STz + u#SN

v(0) = v+STx + v‡STz + v#SN

w(0) = w+STx + w‡STz + w#SN

p(0) = p+STx + p‡STz + p#SN

Dove u+
i , u

‡
i , u

#
i , p

+, p‡, p# sono funzioni delle coordinate micro, mentre STx , STz , SN sono funzioni delle coor-

dinate macro, perciò sarà importante porre a�enzione alle derivate parziali durante i passaggi successivi, dove

andremo a sostituire gli sviluppi all’interno delle equazioni del problema.

Sostituendo u(0),v(0),w(0),p(0) nella equazione di continuità all’ordine principale O(ε0), si o�iene:

ux
+STx + ux

‡STz + ux
#SN + vy

+STx + vy
‡STz + vy

#SN + wz
+STx + wz

‡STz + wz
#SN = 0

Riscri�a con gli indici:
∂u+

i

∂xi
STx +

∂u‡i
∂xi

STz +
∂u#

i

∂xi
SN = 0

Stessa procedura per l’equazioni del moto:

−∂p
+

∂xi
STx − ∂p‡

∂xi
STz − ∂p#

∂xi
SN +

∂2u+
i

∂x2
j

STx
∂2u†i
∂x2

j

STz +
∂2u#

i

∂x2
j

SN = 0

Sostituiamo le variabili nelle equazioni che costituiscono le condizioni al contorno del problema:

Per y = y∞: 
uy

+STx + uy
‡STz + uy

#SN + vx
+STx + vx

‡STz + vx
#SN = STx

wy
+STx + wy

‡STz + wy
#SN + vz

+STx + vz
‡STz + vz

#SN = STz

−p+STx − p‡STz − p#SN + 2vy
+STx + 2vy

‡STz + 2vy
#SN = SN

11



Per y = ywall: {
u+
i S

Tx + u‡iS
Tz + u#

i S
N = 0

Forzo i problemi per STx , STz , SN .

Problema forzato per STx 
∂u+

i

∂xi
= 0

−∂p
+

∂xi
+

∂2u+
i

∂x2
j

= 0

Le condizioni per y∞ 
uy

+ + vx
+ = 1

wy
+ + vz

+ = 0

−p+ + 2vy
+ = 0

Le condizioni per y = ywall {
u+
i = 0

Problema forzato per STz 
∂u‡

i

∂xi
= 0

−∂p
‡

∂xi
+

∂2u‡
i

∂x2
j

= 0

Le condizioni per y∞ 
uy
‡ + vx

‡ = 0

wy
‡ + vz

‡ = 1

−p‡ + 2vy
‡ = 0

Le condizioni per y = ywall {
u‡i = 0

Problema forzato per SN 
∂u#

i

∂xi
= 0

−∂p
#

∂xi
+

∂2u#
i

∂x2
j

= 0

Le condizioni per y∞ 
uy

# + vx
# = 0

wy
# + vz

# = 0

−p# + 2vy
# = 1

Le condizioni per y = ywall {
u#
i = 0
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Si trova che p# = −1 e u# = v# = 0, perciò la risoluzione del problema all’ordine O(ε0) si riduce a:
u(0) = u+STx + u‡STz

v(0) = v+STx + v‡STz

p(0) = p+STx + p‡STz − SN

Problema al primo ordine O(ε1).

Equazioni di continuità e del moto al primo ordine O(ε1):

ux
(1) + vy

(1) + wz
(1) = −uX (0) − vY (0) − wZ (0)

−px(1) + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)u(1) = pX
(0) − 2(∂xX + ∂yY + ∂zZ)u(0)

−py(1) + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)v(1) = pY
(0) − 2(∂xX + ∂yY + ∂zZ)v(0)

−pz(1) + (∂xx+ ∂yy + ∂zz)w(1) = pZ
(0) − 2(∂xX + ∂yY + ∂zZ)w(0)

Le condizioni al contorno in y = y∞ sono:
uy

(1) + vx
(1) = −uY (0) − vX (0)

wy
(1) + vz

(1) = −wY (0) − vZ (0)

−p(1) + 2vy
(1) = −2vY

(0)

Le condizioni al contorno in y = ywall sono: {
ui

(1) = 0

Essendo il problema lineare possiamo riscrivere le variabili del primo ordine come segue:{
f (1) = f̂SX

Tx +
ˆ̂
fSY

Tx +
ˆ̂
f̂SZ

Tx + f̃SX
Tz +

˜̃
fSY

Tz +
˜̃̃
fSZ

Tz + f̆SX
N +

˘̆
fSY

N +
˘̆
f̆SZ

N

con f che puo’ essere sia una componente della velocita’ che la pressione al prim’ordine.

Procblema forzato da SjTx . j va da 1 a 3 corrisponenti alle derivate degli sforzi rispe�o a X,Y, Z . L’indice i

identi�ca la direzione nel sistema cartesiano. L’indice j indica rispe�o a quale variabile macro è stata derivata la

componente dello sforzo e la variabile micro associata (i.e. j = 2 sta per j = Y quindi ûij diventa ˆ̂ui). I problemi

sono scri�i con gli indici poichè le equazioni risultano ripetitive e di facile intuizione.
∂ûij

∂xi
= −uj+

−∂p̂j∂xi
+

∂2ûij

∂2xk
2 = p+δij − 2∂ui

+

∂xj

SX
Tx

Condizioni al contorno in y = y∞: 
ûy + v̂x = −v+

ŵy + v̂z = 0

−p̂+ 2v̂y = 0
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Condizioni al contorno in y = ywall: {
ûi = 0

SY
Tx

Condizioni al contorno in y = y∞: 
ˆ̂uy + ˆ̂vx = −u+

ˆ̂wy + ˆ̂vz = −w+

− ˆ̂p+ 2 ˆ̂vy = −2v+

Condizioni al contorno in y = ywall: {
ˆ̂ui = 0

SZ
Tx

Condizioni al contorno in y = y∞: 
ˆ̂
ûy +

ˆ̂
v̂x = 0

ˆ̂
ŵy +

ˆ̂
v̂z = −v+

− ˆ̂
p̂+ 2

ˆ̂
v̂y = 0

Condizioni al contorno in y = ywall: {
ˆ̂
ûi = 0

Problema forzato da SjTz : 
∂ũij

∂xi
= −uj‡

−∂p̃j∂xi
+

∂2ũij

∂2xk
2 = p‡δij − 2∂ui

‡

∂xj

SX
Tz

Condizioni al contorno in y = y∞: 
ũy + ṽx = −v‡

w̃y + ṽz = 0

−p̃+ 2ṽy = 0

Condizioni al contorno in y = ywall: {
ũi = 0

SY
Tz

Condizioni al contorno in y = y∞: 
˜̃uy + ˜̃vx = −u‡

˜̃wy + ˜̃vz = −w‡

− ˜̃p+ 2 ˜̃vy = −2v‡
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Condizioni al contorno in y = ywall: {
˜̃ui = 0

SZ
Tz

Condizioni al contorno in y = y∞: 
˜̃̃uy + ˜̃̃vx = 0

˜̃̃wy + ˜̃̃vz = −v‡

− ˜̃̃p+ 2 ˜̃̃vy = 0

Condizioni al contorno in y = ywall: {
˜̃̃ui = 0

Problema forzato da SjN : 
∂ŭij

∂xi
= 0

−∂p̆j∂xi
+

∂2ŭij

∂2xk
2 = −δij

SX
N

Condizioni al contorno in y = y∞: 
ŭy + v̆x = 0

w̆y + v̆z = 0

−p̆+ 2v̆y = 0

Condizioni al contorno in y = ywall: {
ŭi = 0

SY
N

Condizioni al contorno in y = y∞: 
˘̆uy + ˘̆vx = 0

˘̆wy + ˘̆vz = 0

− ˘̆p+ 2 ˘̆vy = 0

Condizioni al contorno in y = ywall: {
˘̆ui = 0

SZ
N

Condizioni al contorno in y = y∞: 
˘̆
ŭy +

˘̆
v̆x = 0

˘̆
w̆y +

˘̆
v̆z = 0

− ˘̆
p̆+ 2

˘̆
v̆y = 0

15



Condizioni al contorno in y = ywall: {
˘̆
ŭi = 0

2.3 Condizioni �nali

Una volta che tu�i i calcoli microscopici sono stati eseguiti la condizione e�e�iva, corre�a �no all’ordine ε2, per

la generica componente macroscopica di velocità Ui è:

Ui
∣∣
Y∞

= ε
[
u+
i S

Tx + u‡iS
Tz + u#

i S
N
]

+

ε2
[
ûiS

Tx

X + ˆ̂uiS
Tx

Y +
ˆ̂
ûiS

Tx

Z + ũiS
Tz

X + ˜̃uiS
Tz

Y +

˜̃̃uiS
Tz

Z + ŭiS
N
X + ˘̆uiS

N
Y +

˘̆
ŭiS

N
Z

]
.

Tu�i i campi microscopici nell’equazione qui sopra (u+
i , etc.) sono valutati in y∞. A tale posizione, posta a

su�ciente distanza dalla scabrezza, tali campi sono diventati indipendenti dalla coordinata x. Fortunatamente

molti di questi campi risulteranno nulli in y∞, e le condizioni al contorno �nali del problema macroscopico non

saranno eccessivamente complesse.

3 Metodo agli elementi �nti

Per studiare l’e�e�o della rugosità della parete si ricorre alle equazioni del problema formulate da Navier-Stokes.

Esse però conducono a sistemi di equazioni di�erenziali alle derivate parziali che non amme�ono soluzioni in

forma chiusa, ovvero tramite la soluzione di operazioni note. Per questo risulta conveniente e necessario ricor-

rere all’analisi numerica che perme�e o�enere una riformulazione risolubile delle equazioni la cui soluzione è

un’approssimazione di quella “reale”. A seconda del metodo utilizzato e della scelta dei parametri la soluzione

approssimata avrà di�erente grado di convergenza, ovvero i risultati si distaccheranno da quelli reali di un certo

divario che ovviamente si vuole ridurre al minimo possibile e acce�abile.

Le equazioni ricavate per il �usso di strato limite nel caso tri-dimensionale sono state nel nostro caso risolte con

l’applicazione del metodo agli elementi �niti ed i calcoli e�e�uati tramite l’utilizzo del so�ware di modellazione

ad elementi �niti FreeFEM++.

L’approccio si basa sul riformulare debolmente le equazioni o�endo una forma integrale risolvibile in forma

chiusa che con FreeFEM++ abbiamo potuto risolvere in uno spazio discretizzato, non continuo, dove le variabili

assumono valori puntuali sui nodi degli elementi �niti con cui si è costruito lo spazio tridimensionale.

Per la riscri�ura delle equazioni abbiamo utilizzato la formulazione debole di Galerkin che si basa appunto sul

metodo agli elementi �niti. Ci sono ovviamente diverse formulazioni che si possono utilizzare basate sull’analisi

numerica ed esse sono valutabili in termini di velocità con cui la soluzione converge, la stabilità numerica della

formulazione, ovvero se la stessa formulazione rimane valida pur variando le condizioni e i dati del problema,
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ed in�ne la sua computabilità poiché per essere utile deve essere risolvibile tramite i calcolatori a nostra dispo-

sizione. Nel nostro caso il problema di Navier-Stokes si presenta come sistemi di equazioni alle derivate parziali

(PDE, in inglese Partial Di�erential Equation). Nel processo del calcolo numerico le equazioni sono state discre-

tizzate , ovvero abbiamo riscri�o le funzioni che sono in origine continue ed appartenenti perciò ad uno spazio

L di dimensioni in�nita, esprimendole come combinazione lineare di un dato numero di funzioni base lineari che

de�niscono un so�ospazio �nito di L. il so�ospazio deve essere contenuto in L e le soluzioni quindi approssimare

quelle reali.

Tu�o ciò perme�e di sempli�care la risoluzione del problema, in quanto ora la soluzione è data dall’insieme

dei coe�cienti delle combinazioni lineari delle funzioni base, che rappresentano un numero seppur spesso ele-

vato, comunque �nito di incognite, ricavabili risolvendo semplici equazioni algebriche che rendono il calcolo

facilmente e�e�uabile tramite programmi come FreeFEM++.

3.1 Richiami sugli spazi funzionali lineari

Uno spazio lineare è un entità matematica che descrive un insieme di elementi che condividono stesse proprietà.

Se consideriamo uno spazio lineare reale dove gli elementi sono funzioni esso si può pertanto de�nire spazio fun-

zionale lineare. Uno spazio funzionale lineare ha dimensione in�nita nel caso in cui sia composto da un numero

in�nito di elementi indipendenti, allora due funzioni u(x) e v(x) appartenenti a tale spazio e de�nite in R hanno

in�nite componenti.

Esiste quindi un analogia tra gli spazi lineari reali, come gli spazi ve�oriali, e gli spazi funzionali lineari. Ad

esempio, possiamo de�nire operatori lineari di�erenziali con derivate parziali, come ad esempio l’operatore

di�ferenziale Laplaciano:

∇2 = (
∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2
) =

∂2

∂x2
i

Seguendo queste analogie si vuole arrivare ad esentendere il conce�o di elementi base che de�niscono uno spazio

lineare anche agli spazi funzionali, nonostante quest’ultimi abbiano dimensione in�nita.

Consideriamo la successione di funzioni linearmente indipendenti appartenti aF (spazio funzionale): ξ1, ξ2, ξ3, ..., ξn.

Essa si dice completa o chiusa se vale: ∀u(x) ∈ F ed ∀ε > 0 (ε scalare) ∃ n e α1, α2, ..., αn ∈ R t.c.:

Per la funzione:

ûn = α1ξ1 + α2ξ2 + ...+ αnξn

Valga:

‖u− ûn‖ < ε

Allora si dice che la funzione u è approssimabile con ûn a meno di un errore ε. Ogni ξi appartenente a tale

successione è chiamata funzione base.
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3.2 Metodi varazionali

Dato un problema di�erenziale alle derivate parziali come nel nostro caso, avendo applicato le equazioni di

Navier-Stokes, esistono metodi, de�i varazionali, che cercano una approssimazione della soluzione reale espres-

sa come combinazione lineare di una successione di funzioni linearmente indipendenti, come le funzioni base.

�esto consente la riscri�ura delle equazioni che de�niscono il problema tramite funzioni di grado inferiore a

quelle di partenza, perciò più semplici. Uno dei metodi è ad esempio il metodo di Galerkin usatp per risolvere

taluni problemi che non presentano una soluzione analitica chiusa. In questi casi si e�e�ua la formulazione nu-

merica per riscrivere le equazioni in forma integrale ed e�e�uando un integrazione per parti si giunge ad una

formulazione risolubile.

3.3 formulazioni deboli

La formulazione del problema iniziale scri�a con le equazioni di�erenziali alle derivate parziali è de�a forma

forte, mentre la forma integrale (secondo il metodo di Galerkin) viene chiamata formulazione debole. �esto

perchè essa non rappresenta le equazioni nella loro forma reale, ma approssimata, quindi bisogna fare a�enzione

quando si applicano i metodi varazionali perchè se la formulazione non è ben posta può portare a grandi oscil-

lazioni nelle soluzioni al variare dei dati iniziali del problema. �indi una formulazione si dice ben posta se le

soluzioni sono continue nel dominio dei dati.

Per ciascun elemento la funzione da valutare possiamo approssimarla con funzioni note, scelte dall’operatore, ad

ognuna delle quali si associa un coe�ciente. La risoluzione del problema quindi si limeterà al calcolo dei coe�-

cienti relativi ad ognuna delle funzioni note utilizzate per sempli�care le funzioni. Nonostante, il metodo possa

portare a dover calcolare un numero elevato di coe�cienti, che cresce all’aumentare del grado di accuratezza del-

la soluzione, rimane comunque uno strumento con grandi potenzialità che perme�e di risolvere problemi molto

complessi, tramite semplici equazioni algebriche.

3.4 Il metodo degli elementi �niti o FEM

Per poter applicare il metodo agli elementi �niti occorre discretizzare il dominio, ovvero non essendo possibile

e�e�ure i calcoli nell’in�nità di punti che compongono qualsiasi spazio, che sia monodimensionale o tridimen-

sionale, si riduce lo spazio ad una griglia di punti.

Nel nostro caso essendo il dominio tridimensionale si può pensare alla costruzione della griglia partendo dal

de�nire le sue super�ci che racchiudono il dominio. Per ogni super�cie consideriamo i lati, o spigoli, che la

compongono e per ognuno di essi scegliamo una griglia di punti tale da suddividere i lati in intervalli (nel nostro

caso i punti sono equidistanziati). Si o�iene cosi una serie di punti, de�i nodi o punti nodali. Ora tramite diago-

nalizzazione estendiamo la griglia sulle super�ci e intersecando i tra�i che congiungono i vari punti o�eniamo

altre�anti nodi disposti sulle super�ci. La nostra griglia si può vedere come le super�ci laterali del dominio

siano scomposte in elementi triangolari. �esti sono elementi �niti in 2D. Estendendo lo stesso ragionamento
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Figura 2: Immagine della griglia impiegata per i calcoli.

nella terza dimensione possiamo unire i vari nodi sulle super�ci andando cos̀ı a creare una griglia, de�a mesh,

tridimensionale dove gli elementi �niti possono essere a seconda della scelta del tipo di discretizzazione di varie

forme.

Il dominio risulta cosi diviso in piccoli pezzi chiamati elementi �niti e gli angoli che li compongono sono i nodi.

Allora qualsiasi variabile che sia essa la velocità o la pressione è calcolata nei punti nodali. Successivamente

per ognuno degli elementi �niti si de�niscono funzioni polinomiali di interpollazione per poter calcolare i valori

all’interno dell’elemento �nito partendo dai valori calcolati nei punti nodali.

4 Risultati ottenuti con FreeFEM++

I calcoli sulla cella unitaria di tu�i i problemi microscopici o�enuti sono stati condo�i con un codice di calco-

lo basato sul programma open source FreeFEM (h�ps://freefem.org/ ). La griglia agli elementi �niti impiegata è

ra�gurata in �g. 1, la parte mostrata in rosso corrisponde all’elemento cubico di rugosità (di lato pari a 0.5). Il

dominio si estende da y = −0.5 a y = 5. Il valore più alto corrisponde al valore chiamato y∞ dove i valori delle

variabili microscopiche devono essere valutati.

4.1 Risultati sul bordo della cella unitaria in y∞ = 5

Con il massimo grado possibile di ra�natezza della griglia permesso dall’hardware a disposizione si hanno i

risultati seguenti in y = y∞.
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Problema forzato per STx



u+ = 5.06303

v+ = 1.28414e− 15

w+ = −0.000191111

p+ = −3.89143e− 15

Problema forzato per SXTx



û = 2.89711e− 14

v̂ = −12.8234

ŵ = −6.44736e− 05

p̂ = −10.1261

Problema forzato per SY Tx



ˆ̂u = 3.48365e− 13

ˆ̂v = −1.59909e− 15

ˆ̂w = −1.8334e− 06

ˆ̂p = 3.41818e− 17

Problema forzato per SZTx



ˆ̂
û = −1.7521e− 15

ˆ̂
v̂ = 0.00099882

ˆ̂
ŵ = −9.04592e− 05

ˆ̂
p̂ = 0.000382221
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Problema forzato per STz



u‡ = −0.000191111

v‡ = 1.28414e− 15

w‡ = 5.06303

p‡ = −3.89143e− 15

Problema forzato per SXTz



ũ = −1.7521e− 15

ṽ = −9.04592e− 05

w̃ = 0.00099882

p̃ = 0.000382221

Problema forzato per SY Tz



˜̃u = 3.48365e− 13

˜̃v = −1.8334e− 06

˜̃w = −1.59909e− 15

˜̃p = 3.41818e− 17

Problema forzato per SZTz



˜̃̃u = 2.89711e− 14

˜̃̃v = −12.8234

˜̃̃w = −6.44736e− 05

˜̃̃p = −10.1261

Problema forzato per SN
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

u# = 1.38795e− 18

v# = −1.01683e− 32

w# = −8.57342e− 17

p# = −1

Problema forzato per SXN



ŭ = 12.8234

v̆ = −6.82202e− 16

w̆ = −0.00100288

p̆ = −2.02123e− 14

Problema forzato per SY N



˘̆u = 2.45311e− 17

˘̆v = −1.42917e− 30

˘̆w = 2.20462e− 15

˘̆p = 4.42605e− 17

Problema forzato per SZN



˘̆
ŭ = −0.00099882

˘̆
v̆ = −1.38658e− 14

˘̆
w̆ = 12.8229

˘̆
p̆ = −1.93945e− 14

I risultati sono riportati in forma gra�ca nelle �gure seguenti. Si osservi che molti dei valori forniti qui sopra

sono approssimati, abbiamo deciso di �ssare a zero tu�i i valori inferiori a 10−3, e di mantenere solo i valori delle

variabili macroscopiche che sono di ordine unitario.

5 Conclusioni

Dai risultati calcolati per ciascun problema abbiamo estrapolato gli elementi signi�cativi, il cui pedice∞ signi�ca

che sono valori valutati a y∞ = 5 :
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Figura 3: Isolinee di u+
∞ e w‡∞.

Figura 4: Isolinee di ŭ∞ e ˘̆
w̆∞.
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Figura 5: Isolinee di v̂∞ e ˜̃̃v∞.

u
+
∞ = 5.063

ŭ∞ = 12.823v̂∞ = −12.823

˜̃̃v∞ = −12.823w
‡
∞ = 5.063

˘̆
w̆∞ = 12.823

Il fa�o che u+
∞ = w‡∞ e ŭ∞ =

˘̆
w̆ è dovuto al fa�o che l’elemento di rugosità elementare è cubico, e che l’asse x

diventa l’asse z dopo una rotazione di π/2.

In conclusione abbiamo o�enuto le condizioni di scorrimento del �uido sulla parete ��izia e di traspirazione

a�raverso la stessa. Tali condizioni sono:
U
∣∣
Y∞

= εu+
∞S

Tx + ε2ŭ∞S
N
X

V
∣∣
Y∞

= ε2
[
v̂∞S

Tx

X + ˜̃̃v∞S
Tz

Z

]
W
∣∣
Y∞

= εw‡∞S
Tz + ε2

˘̆
w̆∞S

N
Z

e il parametro ε è una misura dell’ampiezza relativa della scabrezza di parete.
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Armati di queste condizioni al contorno si può ora a�rontare lo studio del moto macroscopico di un �uido sopra

un insieme ordinato di microrugosità di parete senza dover necessariamente fare un CAD ed una discretizzazione

della scabrezza reale. �est’ultima procedura richiederebbe un notevole investimento in tempo di calcolo e in

memoria del computer, a causa della necessità di discretizzare adeguatamente il campo di moto nell’intorno di

ciascun elemento. �esta è la forza della teoria dell’omogeneizzazione, che perme�e di evitare la descrizione

microscopica del moto e la rimpiazza con opportune condizioni mediate.

Il caso studiato di elementi di scabrezza cubici e allineati è forse il più semplice che si poteva a�rontare. Tu�a-

via l’analisi svolta in questa tesi può essere estesa ad elementi di forma più complessa e disposti in modo non

necessariamente allineato. �alora una scabrezza più realistica venisse studiata ci si aspe�a che le condizioni

equivalenti contengano più termini rispe�o ai pochi che sono emersi in questo studio.
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