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Sommario

In questa tesi andremo a studiare come una parete scabra influenzi la dinamica del fluido che si muove a
contatto con la parete stessa. La rugosita della parete influenza il flusso di strato limite; vogliamo quindi trovare
le condizioni di parete equivalenti da poter applicare al problema di Navier-Stokes, che ha luogo su una scala
spaziale di dimensioni tipicamente molto maggiori rispetto alla dimensione caratteristica della scabrezza. Per far
cio bisogna impostare lo studio delle equazioni di Stokes in uno spazio microscopico (detto volume elementare
o cella unitaria) molto vicino alla parete, dove sono presenti elementi di rugosita che hanno la forma di cubetti
disposti regolarmente sulla superficie solida. Tramite la teoria multiscala e la tecnica di omogenizzazione si
possono sviluppare le equazioni in vari sistemi, di ordine via via crescente (e di importanza via via decrescen-
te) in termini del parametro €, con € < 1 rapporto tra le scale di lunghezza introdotte sopra. I risultati delle
equazioni microscopiche all’ordine principale e all’ordine successivo (chiamate equazioni ausiliarie) forniscono
dei coefficienti che andranno impiegati nelle condizioni al contorno del problema macroscopico. Tali condizioni
sono dette effettive; sono applicate su una superficie fittizia, posta al di sopra della parete reale, e mimano il
comportamento e l'effetto della scabrezza sul campo di moto a grande scala del fluido. L’interesse dell’'omoge-
neizzazione e’ proprio quello di rimpiazzare il comportamento microscopico attorno ad elementi di rugosita (il
cui studio richiederebbe una griglia di calcolo molto raffinata localmente, e tempi di calcolo molto alti) con un
comportamento opportunamente omogeneizzato, la cui soluzione numerica puo essere ottenuta in modo molto

piu rapido.

1 Introduzione

L’oggetto di questa tesi € lo studio del moto incomprimibile di un fluido in prossimita di una parete scabra,
strutturata in modo regolare. L’obiettivo prefisso € lo sviluppo di condizioni equivalenti o effettive da applicare

ad una certa distanza dalla parete reale per replicarne l'effetto.

Per studiare il fenomeno del moto vicino alla parete scabra si € diviso lo spazio in una regione interna, vicino alla
parete, ed una esterna, lontano dalla stessa, e cercato una linea di confine sulla quale effettuare un matching tra
le soluzioni interna ed esterna. Nella regione interna il moto é retto da effetti viscosi, e le equazioni che abbiamo
risolto sono le equazioni di Stokes. Tale soluzione permette di ricavare coefficienti da utilizzare nello studio del

moto esterno, imponendo condizioni effettive ad una distanza Y, (Yo, — 0) dalla parete.

Per studiare la dinamica in prossimita della superficie solida scabra si € modellato uno spazio 3d con una unita
periodica che rappresenta la singola unita di asperita, ovvero un cubo che fuoriesce dalla superficie, come si puo
vedere raffigurato in fig. 1. La parete € composta da un piano sopra il quale la singola unita si ripete periodica-
mente lungo le direzioni degli assi X e Z. Abbiamo assegnato un valore paria 0, 5 per k e 1 per S,.. Per eseguire
i calcoli e trovare le soluzioni dei 9 problemi ausiliari che risultano dall’analisi asintotica si ¢ utilizzato il metodo

degli elementi finiti, andando a discretizzare lo spazio e applicando le dovute condizioni al contorno.
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Figura 1: Riproduzione del modello utilizzato per la parete scabra

1.1 Letteratura

La definizione delle condizioni al contorno per una parete solida ed impermeabile in contatto con un fluido
viscoso incomprimibile ha tenuto occupati molti ricercatori ancora prima che lo studioso francese Henri Navier
derivo per primo ’equazioni che oggi portano il suo nome. Nel suo lavoro iniziale risalente al 1823, Navier [1]
considerava che la forza esercitata da un fluido viscoso sulla parete fosse bilanciata dalla resistenza che la parete
oppone al fluido, e che quest’ultima fosse proporzionale ad una certa velocita di scorrimento. Se la direzione

normale alla parete € indicata con Y e la velocita tangente alla parete con U, la velocita di scorrimento diviene:
U =eX"Uy, (1)

con la costante di Navier, A*, un effettiva profondita di penetrazione, uguale alla distanza nella parete dove la
componente della velocita estrapolata linearmente svanisce. Il piccolo parametro € viene definito in seguito. Nel-
I’equazione scritta sopra e nelle seguenti, una variabile indipendente utilizzata come indice indica un operazione

di differenziazione parziale rispetto a quella variabile.

La condizione di Navier é stata messa in discussione solo dopo cento anni, quando G. L. Taylor [2] pose la questione
con una serie di esperimenti sul flusso tra cilindri concentrici rotanti diversamente, vicino al limite della prima
instabilita dell’idrodinamica. La teoria di Taylor, che fornisce risultati in eccellente accordo con gli esperimenti,
era basata sull’idea che il fluido non puo scorrere quando in contatto con la superficie solida. Da quel momento,
la condizione di non scorrimento venne, per la maggioranza, accettata universalmente. Configurazioni per le
quali le condizioni di scorrimento rimangono in uso includono il flusso a tripla linea (per esempio che descrive
il movimento di punta di una goccia di liquido che scivola giu da un piano inclinato), il flusso dei gas rarefatti,
per esempio nei dispositivi micro-fluidici (in questo caso la condizione di Navier € spesso associata al nome
di Maxwell), o il flusso al di sopra delle superfici con micro rugosita, eventualmente impregnate con un fluido
lubrificante (per una rivalutazione recente il lettore faccia riferimento a [3]). Tutte queste eccezioni condividono

la peculiarita che la descrizione continua del flusso si rompe o diventa troppo difficile o impegnativa per essere



risolta, e.g. da tecniche computerizzate, cosi che una visione microscopica-macroscopica coniugata e preferibile.

Questi sono casi in cui la tecnica della omogeinizzazione si dimostra valida.

Il presente lavoro e dedicato alla descrizione di un approccio per derivare le effettive condizioni di confine vicino
ad una parete ondulata partendo dallo studio su una scala microdimensionale, cosi che in una applicazione pra-
tica la parete ondulata possa essere sostituita da una superficie fittizia liscia sulla quale il flusso puo scorrere e
attraverso la quale é permessa la traspirazione, ottenendo nella maggior parte del dominio lo stesso risultato che

si avrebbe con la reale superficie scabra.

Questa strategia consente di estrapolare gli effetti legati alla dimensione microscopica evitando la complessa
risoluzione numerica dei flussi con strutture microscopiche. Come nella maggior parte degli studi precedenti,
si presume che la carratteristica di rugosita periodica si ripeta su una scala molto piu corta di una grandezza
caratteristica del flusso macroscopico; questo rende necessaria una descrizione del problema su piu scale [4]. Al
contrario della letteratura esaminata di seguito, le condizioni efficaci ottenute qui sono corrette fino al terzo ordine
nei termini di un piccolo parametro, definito dal rapporto tra scale microscopiche e macroscopiche. Pertanto,
il presente modello descrive in modo piu accurato, rispetto alle relazioni disponibili fino ad ora in letteratura,
Deffetto delle piccole scale asintotiche sul flusso in larga scala. Come risultato significativo, verra mostrato che
tutti i parametri inclusi nelle condizioni al contorno al secondo ordine derivano dalla risoluzione numerica di un

problema microscopico di Stokes unico; al terzo ordine devono essere risolti alcuni sistemi ausiliari aggiuntivi.

La necessita di disporre di modelli precisi per il flusso in prossimita di pareti con determinate caratteristiche
e pattern e particolarmente sentita quando il flusso diventa turbolento, come accade nella maggioranza delle
applicazioni. Quindi, é noto che la resistenza all’attrito di solito aumenta, se confrontata nelle stesse condizioni
con il caso a parete liscia, ad eccezione di modelli di parete progettati in modo intelligente. Esempi di questi ultimi
includono microscalanature [5, 6, 7, 8] e altre pareti con particolari rugosita presenti in natura [9, 10, 11, 12]. A
condizione che la rugosita rimanga nel sottostrato viscoso, le “effective conditions” alla parete scabra sviluppate
nel presente documento consentiranno di effettuare, in breve tempo, ricerche parametriche di schemi superficiali

regolari applicabili, ad esempio, per ridurre al minimo lattrito dovuto allo strisciamento.

La prima pubblicazione importante che descrive I’applicazione di uno studio multiscala per estrapolare condizioni
efficaci per una parete ruvida ¢ dovuta a Achdou et al [13]. Questi autori si sono concentrati sul caso bidimensio-
nale, incomprimibile e le condizioni derivate sono al secondo ordine in termini di, una misura della dimensione

relativa della rugosita. Per un confronto successivo, le condizioni (non lineari) in [13] sono espresse:

U =e)Uy — e2[€Px + xU?), ()



V=0, 3)

con P la pressione. Le costanti A*, £ e x derivano dalla risoluzione di problemi di Stokes in una cella di unita
periodica costruita attorno a un singolo elemento di rugosita. Per le configurazioni macroscopiche del flusso
laminare testate nel loro documento, Achdou e colleghi hanno ottenuto buoni risultati confrontandoli con simu-
lazioni complete, portandoli a dichiarare che la soluzione al primo ordine € gia molto accurata e per concludere
che non e sicuro che valga la pena proseguire al secondo ordine. Discuteremo di seguito che la condizione (3)

non é accurata al secondo ordine.

Successivi sviluppi non seguirono il percorso avviato da Achdou e collaboratori e si limitarono principalmente
all’esame di vari aspetti della condizione di Navier. Ad esempio, Jager e Mikelic [14] hanno fornito una giustifica-
zione rigorosa dello slittamento di Navier per il flusso in un canale piano e hanno condotto stime asintotiche della
forza di attrito tangenziale e della portata effettiva. Basson e Gérard-Varet[15] hanno usato 'omogeneizzazione
stocastica per estendere la precedente analisi al caso di un flusso in un canale con un modello di rugosita omoge-
nea disposta in maniera arbitraria. Kamrin et al. [16], utilizzando variabili di scala diverse da quelle qui impiegate,
ha trovato una forma tensoriale di scorrimento di Navier per il flusso su superfici periodiche con approssimazione
di secondo ordine. Hanno introdotto untensore di moto A (o tensore di scorrimento Navier) e, dopo aver svilup-
pato la parete in serie di Fouries, hanno fornito una formula per A, dimostrando la sua simmetria. Luchini [17]
ha esteso I’analisi considerando due configurazioni. Nella prima, chiamata shallow-roughness limit, la superficie
considerata era Y = eH (X, Z), ovvero la rugosita diventa piu liscia come Y = ¢H (X /¢, Z/¢). Il secondo limite,
chiamato limite di rugosita ridotta, riguardava una famiglia di superfici definite da Y = eH(X /e, Z/€), ovvero
un modello che rimane geometricamente simile a se stesso con ¢ variabile. L’analisi del primo ordine di Luchini
ha tenuto conto dell’effetto del rapporto di rugosita attraverso un coefficiente di sporgenza e dell’'interferenza tra
elementi di rugosita uguale posti in una disposizione periodica tramite un coefficiente di prossimita. Gli aspetti
collegati al trasferimento di calore e ai gradienti di concentrazione attraverso confini eterogenei e approssimativi
sono stati studiati da Introini et al. [18] e Guo et al. [19] da un’analisi di alto livello basata sulla teoria della
media del volume. Anche in questo caso, la condizione di slittamento Navier é stata ripristinata al primo ordine.
Analisi piu recenti basate sull’omogeneizzazione multiscala sono state condotte da Jiménez-Bolanos e Vernescu
[20], Zampogna et al.[21] e Lacis et al. [22]. Quest’ultimo studio € stato 'unico a spingere lo sviluppo al secondo
ordine, anche se solo per V, derivando una condizione di traspirazione su una parete fittizia. La condizione &
stata testata con successo per il caso di un flusso di canale turbolento legato da una parete ruvida, dimostrando
I'importanza di tenere conto delle fluttuazioni di velocita normali della parete in un modello di parete ruvida. Il

presente contributo parte da queste premesse.



2 Formulazione matematica

Possiamo studiare il problema nei due sottodomini che chiameremo macro e micro. Le coordinate spaziali sono

definite tramite le variabili dimensionali (&, 7, 2).

2.1 Equazioni iniziali, continuita e moto
Equazioni in forma dimensionale:
Equazione di continuita:

ot n 00 n ow
or 9y 0%

Equazioni del moto:

= + uV3a

oa  Lou 0 . 0d\ _ 9
P\ai "oz "oy T Yoz oz
90, 00 00 OB\ _ Op
P\ Tz "85 T Yoz Bl
o Ow 0w, 0w\ _ 9
P\ai e "ay "oz )T oz

+ uV20o

+ V%

Scriviamo in forma adimensionale le equazioni sia per il caso macro che per il caso micro utilizzando delle scale

appropriate.

Scale macroscopiche:
« L: scala di lunghezza
« U: scala di velocita

« pU?2: scala di pressione

L
[

: scala temporale
Scale microscopiche:
« [: scala di lunghezza

« u: scala di velocita

« p7: scala di pressione viscosa

L. scala temporale
u

Variabili adimensionalizzate:

Macro:

C X =1



C U=
-T:%U

— P
.PipUz

Micro

T
ol‘i:T
‘Ui:%
.t:tT“qj
. p— DL
p*ua

Ora possiamo riscrivere le equazioni nella forma adimensionalizzata.

Macro:

Equazione di continuita:

Equazioni del moto:
ou ou ou ou oP 9
ot Uax TV ar PV = ax t vl

Dove abbiamo introdotto il numero di Reynolds, per il caso macro Re = %. Introducendo la derivata multiscala

possiamo riscrivere il primo termine dell’equazione del moto. Utilizzando gli indici ¢ e 5:

DU; oP 1 9%U;

DT~ 0X; + Re 0X?

Micro:
ol;
og, "
ou au 8u 8u _ Op 9

dove R rappresenta il numero di Reynolds per il caso micro, R = 7@

Possiamo riscrivere 'equazioni del moto per il caso micro introducendo la derivata materiale ed ¢, dove € = % =

€ un numero molto piccolo (¢ < 1), definito come il rapporto fra le scale di lunghezza o di velocita. Percio

= 2 Re.

o Qs

Equazione del moto caso micro:

D
€2 Re < uZ) + V2u;
5‘:&
+

. N . 2
I laplaciano ¢ un operatore matematico: V2 = (da— j— + 022) = %.



2.2 Sviluppi asintotici equazioni caso micro

2.2.1 Sviluppo asintotico delle variabili

Ogni variabile puo essere scritta come combinazione di funzioni delle stesse variabili in ordine crescente.

(0,0, p) = (@, 6@, 0@ pO) 4 e(u®, M M M) L (L @ W@ p®) 4

Gli ordini si indicano con O(e™), dove n indica il grado dell’ordine. Nei prossimi passaggi sara illustrato come

riscrivere le equazioni del problema all’ordine 0, detto anche ordine principale, e al primo ordine.

Ogni singola variabile é funzione sia delle variabili (x, y, z) del caso micro che delle variabili (X, Y, Z) del caso

macro. Non sara invece funzione del tempo ¢ poiche prendiamo in considerazione il caso stazionario.

Ipotizzando che le variabili microscopiche e macroscopiche siano indipendenti utilizziamo la derivata multiscala,

definita come segue:

(e
81?,‘_ 8331 €8Xi

2.2.2 Equazioni riscritte con sviluppi asintotici

Introduciamo gli sviluppi all’interno dell’equazioni.

Equazione di continuita:

0 0 0 0 0 0
IR VP (V) (1 2 e (0@ (1 2 e Y (@ 1
(ax +68X)(u + eu +”')+(8y +eay)((v +ev +...)+(az +eaZ)(w +ew' + ...
All'ordine principale O(e°):
oul®
3 — O
8(131'
Al primo ordine O(e):
oult oul”
8.’&' B BXZ
Equazioni del moto:
cro(2uiy — 9P P’ oM o )
All’ordine principale O(°):
op (“)Quz(-o) 0
B ox; 8z? n
Al primo ordine O(e):
oM w9 Pu”
8331' 8.13? B 8Xl 6$j8Xj
2.2.3 Sforzi tangenziali e normale
Le espressioni di sforzi tangenziali e lo sforzo normale sono:
5 ou 00
ST =
QTR



Adimensionalizzo gli sforzi nel caso macro:

w0 U oV
o L(8Y E)X)
W o
5= L(BY 32)
v_HU o
SY = L( ReP—i-Qay)

Adimensionalizzo gli sforzi nel caso micro:

T, MU(@ Ov

=T G T
r. _ uU dw  Ov
s 7L(8y 8z)
N_ Mo, 0v

Condizioni al contorno: uguaglianza tra sforzi macro e micro all’interfaccia

§Te = gTe
STz — STZ
SN _ SN
Sostituisco e ottengo: _ _
WO oU oV, ol ou o
WU W OVl ow v
uU 2% B uU v
T (“ReP 4+ 250 )|y = = p+2ay)\yw
Riscrivo come:
ou Ov
(87; + %”ym = STw|eyoo
ow Ov
(8y M %”ym = STZ|eyoo
ov
7p+27 Yoo :SN €Yoo
( 8y)|J | Yy

Sviluppo gli sforzi:

ou®  9p® ou® ov® ou©® oV
+ +

_ QT,
oy T ar T oy T ar Ty Tax T T s



ow® 9@ g g e @ YO T
ot o T ey T tear teaz T leyee
(©® v v ()
0 L9027 4 (D) 497" L9 4 _gN
P + 8y + —€p + 2e 8y + 2¢ oY + |eyoo

Condizioni alla parete, per ¥ = Yyqi1 applicchiamo la condizione di no-slip, ovvero che tutte le componenti del
vettore velocita siano nulle sulla parete. La parete in questione sara identificata dalla cordinata y,,4;, la quale e
funzione di x e z e definisce la geometria della cella unitaria dove studiamo il problema a livello microscopico.

Le condizioni al contorno per y = ¥yq1; SONO:

u=20
v=20
w=0

La condizione di impermeabilita, ovvero I'impossibilita per il liquido di penetrare la parete, € soddisfatta impo-
nendo nulla la componente normale alla parete. La condizione di no-slip, ovvero di completa aderenza del fluido
alla parete, & soddisfatta imponendo nulle le componenti tangenziali della velocita. Da tali considerazioni risulta
percio evidente che il vettore velocita abbia tutte e tre le componenti nulle, per ogni punto dello spazio dove
Y = Yuwall, qualsiasi sia il valore di z e z.

Sviluppando tale condizione di parete si ottiene:

i

{ul(.o) + eugl) + eQu(2) + ...=0

Si ha un problema di ordine 0 e un problema di ordine 1.

Problema all’ordine principale O(e)

0

Bug ) -0

8;67;

o R
Oz, 81? -

Le condizioni al contorno per ¥, sono:

ou'® w® _ oT,
dy oxr St

ow'® v T,
oy 0z )
50
—p@ 4+ 2% — gN

Le condizioni al contorno per y = ¥yq1; SONO:

u® =0
00 =0
w® =0
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Problema al primo ordine O(e*)

au§1> _ 8u§°)

awi - BX,i

78p(1> azugl) o Bp(o) B BZUEO)
3£i 8.’,8? - 8X7‘, 8.’tj3Xj

Le condizioni al contorno per ¥y, sono:

ou v _aU(O) . av (0
oy or Y X
Hw) v _SW(O) o av (0
oy 0z oY 0z

1 o@D 5oV @
_p()+2 gy =2 oY

{ugl) =0

Risoluzione del Problema all’ordine principale O(e).

Le condizioni al contorno per y = ¥4, SONO:

Essendo lineare possiamo riscrivere le variabili in funzione di altre cosi:

u® =yt 8T 4yt ST= 4 y# SN
(0 = p+ 8T 4 igT: 4 # N
w® = wtSTe  wtsT= + w# SN

p(o) — p+STm + piSTz + p#SN

Dove u;r, ui uf, pt, pt, p# sono funzioni delle coordinate micro, mentre S7=, S7= | SN sono funzioni delle coor-
dinate macro, percio sara importante porre attenzione alle derivate parziali durante i passaggi successivi, dove
andremo a sostituire gli sviluppi all’interno delle equazioni del problema.

Sostituendo u(?) (9 2 p(©) nella equazione di continuita all’ordine principale O (), si ottiene:
uy TSTe 4wt ST 4w, SN 4w, T ST 4, ST 4w, BN 4w, T ST 4w ST 4w, # SN =0

Riscritta con gli indici:

8T 18T 4 LGN =
0x; + Ox; * Oz;
Stessa procedura per ’equazioni del moto:
ot ot ot 92ut . 9%u! o2ut
_op STw _ LSTz _ LSN + u22 STe ’11,21 §7T: + u; SN _ o
8:&, 8:51 895,- al‘j aﬂjj 8£Ej

Sostituiamo le variabili nelle equazioni che costituiscono le condizioni al contorno del problema:

Per y = Yoo:
uy T STe + uy F ST+ u, # SN 4 v, T ST 40, 18T 4o, # SN = §Te

wy T STe + w, ST + w, # SN + v, t8Te + 0,187 40, # SN = §T=

—pt ST — phST= — p# GV 4 29, T STs 4 20, EST= 4+ 20, # GV = GN

11



Pery = yyau:
{ujSTz +ulST +uf SN =0

Forzo i problemi per STz, §T=, SN,

Problema forzato per S7=

Le condizioni per yo,

wyJr +ov, T =
_p+ + 2’Uy+ =0
Le condizioni per y = Ywair
{uj’ =0
Problema forzato per S7>
=0
— + 5% 0
Le condizioni per Yo
uyi +ut =0
wyi +vt=1
—pt + vai =0
Le condizioni per y = Yyall
(-
Problema forzato per S
=0
- %Zf 885 =0
Le condizioni per ¥
uy# + v, =
wy# +v,7%=0
—p# +20,% =1

Le condizioni per y = Yyal

12



Si trova che p# = —1 e u” = v* = 0, percio la risoluzione del problema all’ordine O(e) si riduce a:
u® =yt 8T 4 97T
00 =yt 8Tx 4 i ST-
p(O) _ p“rST:c +piSTz _ gN

Problema al primo ordine O(e!).

Equazioni di continuita e del moto al primo ordine O(e'):

u, (D 4 0, 40, = —ux @ — py ) — 1y, (0

—pe Y + (0zx 4 dyy + 022)uV) = px @ — 202X + OyY + 022)u®

—py W + (Ozx + dyy + 022)v) = py O —2(02X + dyY + 922)v(®

—p. Y + (0zx + dyy + 0z2)wM) = pz O — 202X + dyY + 022Z)w®
Le condizioni al contorno in y = Y, sono:

wy (D + v, = —uy (0 — 95 (0

w, W 40,0 = ey @ 4, ©

—pM 4+ va(l) = —20y (0

{ui(l) =0

Essendo il problema lineare possiamo riscrivere le variabili del primo ordine come segue:

Le condizioni al contorno in y = 4,,4; sono:

{f(l) = fSx T 4+ fSy T 4 £S5, 4+ FSx T 4+ fSy T 4 £S5, + SN + fSy N 4+ f5 N
con f che puo’ essere sia una componente della velocita’ che la pressione al prim’ordine.

Procblema forzato da SjT‘T. j vada 1 a3 corrisponenti alle derivate degli sforzi rispetto a X, Y, Z. L’indice ¢
identifica la direzione nel sistema cartesiano. L’indice j indica rispetto a quale variabile macro e stata derivata la
componente dello sforzo e la variabile micro associata (i.e. j = 2 sta per j = Y quindi 4;; diventa ws). I problemi

sono scritti con gli indici poiche le equazioni risultano ripetitive e di facile intuizione.

Oty

ot
ox, W

op; | i _ 45 du;t
—oa; T o7z = P 0ij — 2%

Sx Te

Condizioni al contorno in y = yo:
Uy + Uy = —vT
Wy + v, =0

—p+ 20, =0
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Condizioni al contorno in y = Yyaii:

SYT"

Condizioni al contorno in y = yo:

Condizioni al contorno in y = Ywaii:

SZTI

Condizioni al contorno in y = yo:

Condizioni al contorno in y = yyq:

Problema forzato da S T-,

SXTZ

Condizioni al contorno in y = Yoo:

Condizioni al contorno in y = Yyaii:

SYTZ

Condizioni al contorno in y = yoo:

Ot
ox;

_ 9p;
ox;

Uy + Uy = —u’
Wy + Uy = —wt

—p 4 20, = —207F

{ﬁizo

uﬁy—i—vﬁz:()

Wy + Uy = —vt

—p+ 20, =0

2~..
+ 20y = ptyy; — 2

Tk

Uy + vy = —v?
Wy + v, =0

—p+ 20, =0

u:y + v:w = —ut
Wy + Uy = —wt
—p+ 2v:y = —20t
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Condizioni al contorno in y = Yyaii:

SZTZ

Condizioni al contorno in y = yo:

Condizioni al contorno in y = Yy

Problema forzato da S jN :

Sx N

Condizioni al contorno in y = yoo:

Condizioni al contorno in y = Ywaii:

Sy N

Condizioni al contorno in y = yo:

Condizioni al contorno in ¥ = Yya:

S,

Condizioni al contorno in y = yo:

—N
&u
Il
s}

Uy + Uy =0
ui,+5;——vi

Othij __

ox;
op; 9%
ox; + 02,2

Uy + Uy =0
Wy + 7, =0

—p+ 20, =0

{m_o

ty + Uy = 0
Wy + 1, =0

—p+20, =0

U; =

—N
cc

Uy +v; =0
Wy 4+, =0
—p+ 20, =0



Condizioni al contorno in y = Yyaii:

—N
IS
Il
s}

2.3 Condizioni finali

Una volta che tutti i calcoli microscopici sono stati eseguiti la condizione effettiva, corretta fino all’ordine €2, per

la generica componente macroscopica di velocita U; e:
Ui|Yw =c [UZJFSTL +ufsT 4 u;#SN} +
& [0S + ST +10:ST + ST +EST+
&5T + @ SY + &SN + uS]ZV} .

Tutti i campi microscopici nell’equazione qui sopra (“j etc.) sono valutati in y.. A tale posizione, posta a
sufficiente distanza dalla scabrezza, tali campi sono diventati indipendenti dalla coordinata . Fortunatamente
molti di questi campi risulteranno nulli in ¥, € le condizioni al contorno finali del problema macroscopico non

saranno eccessivamente complesse.

3 Metodo agli elementi finti

Per studiare l'effetto della rugosita della parete si ricorre alle equazioni del problema formulate da Navier-Stokes.
Esse pero conducono a sistemi di equazioni differenziali alle derivate parziali che non ammettono soluzioni in
forma chiusa, ovvero tramite la soluzione di operazioni note. Per questo risulta conveniente e necessario ricor-
rere all’analisi numerica che permette ottenere una riformulazione risolubile delle equazioni la cui soluzione &
un’approssimazione di quella “reale”. A seconda del metodo utilizzato e della scelta dei parametri la soluzione
approssimata avra differente grado di convergenza, ovvero i risultati si distaccheranno da quelli reali di un certo
divario che ovviamente si vuole ridurre al minimo possibile e accettabile.

Le equazioni ricavate per il flusso di strato limite nel caso tri-dimensionale sono state nel nostro caso risolte con
lapplicazione del metodo agli elementi finiti ed i calcoli effettuati tramite 1'utilizzo del software di modellazione

ad elementi finiti FreeFEM++.

L’approccio si basa sul riformulare debolmente le equazioni ottendo una forma integrale risolvibile in forma
chiusa che con FreeFEM++ abbiamo potuto risolvere in uno spazio discretizzato, non continuo, dove le variabili
assumono valori puntuali sui nodi degli elementi finiti con cui si € costruito lo spazio tridimensionale.

Per la riscrittura delle equazioni abbiamo utilizzato la formulazione debole di Galerkin che si basa appunto sul
metodo agli elementi finiti. Ci sono ovviamente diverse formulazioni che si possono utilizzare basate sull’analisi
numerica ed esse sono valutabili in termini di velocita con cui la soluzione converge, la stabilita numerica della

formulazione, ovvero se la stessa formulazione rimane valida pur variando le condizioni e i dati del problema,
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ed infine la sua computabilita poiché per essere utile deve essere risolvibile tramite i calcolatori a nostra dispo-
sizione. Nel nostro caso il problema di Navier-Stokes si presenta come sistemi di equazioni alle derivate parziali
(PDE, in inglese Partial Differential Equation). Nel processo del calcolo numerico le equazioni sono state discre-
tizzate , ovvero abbiamo riscritto le funzioni che sono in origine continue ed appartenenti percio ad uno spazio
L di dimensioni infinita, esprimendole come combinazione lineare di un dato numero di funzioni base lineari che
definiscono un sottospazio finito di L. il sottospazio deve essere contenuto in L e le soluzioni quindi approssimare
quelle reali.

Tutto cio permette di semplificare la risoluzione del problema, in quanto ora la soluzione é data dall’insieme
dei coefficienti delle combinazioni lineari delle funzioni base, che rappresentano un numero seppur spesso ele-
vato, comunque finito di incognite, ricavabili risolvendo semplici equazioni algebriche che rendono il calcolo

facilmente effettuabile tramite programmi come FreeFEM++.

3.1 Richiami sugli spazi funzionali lineari

Uno spazio lineare € un entita matematica che descrive un insieme di elementi che condividono stesse proprieta.
Se consideriamo uno spazio lineare reale dove gli elementi sono funzioni esso si puo pertanto definire spazio fun-
zionale lineare. Uno spazio funzionale lineare ha dimensione infinita nel caso in cui sia composto da un numero
infinito di elementi indipendenti, allora due funzioni u(x) e v(x) appartenenti a tale spazio e definite in R hanno
infinite componenti.

Esiste quindi un analogia tra gli spazi lineari reali, come gli spazi vettoriali, e gli spazi funzionali lineari. Ad
esempio, possiamo definire operatori lineari differenziali con derivate parziali, come ad esempio 1'operatore

diffferenziale Laplaciano:
2 2 2 2
2 _ (i + 87 + 87) — 872
or?  0y? 022 03
Seguendo queste analogie si vuole arrivare ad esentendere il concetto di elementi base che definiscono uno spazio
lineare anche agli spazi funzionali, nonostante quest’ultimi abbiano dimensione infinita.
Consideriamo la successione di funzioni linearmente indipendenti appartenti a F' (spazio funzionale): £1, &2, &3, ..., &p.
Essa si dice completa o chiusa se vale: Vu(z) € F ed Ve > 0 (¢ scalare) In e a1, aq, ..., a, € R tc:
Per la funzione:

Uy = a1&y + a2és + ... + anén

Valga:

lu —dn| < e

Allora si dice che la funzione u € approssimabile con 14,, a meno di un errore €. Ogni ; appartenente a tale

successione € chiamata funzione base.
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3.2 Metodi varazionali

Dato un problema differenziale alle derivate parziali come nel nostro caso, avendo applicato le equazioni di
Navier-Stokes, esistono metodi, detti varazionali, che cercano una approssimazione della soluzione reale espres-
sa come combinazione lineare di una successione di funzioni linearmente indipendenti, come le funzioni base.
Questo consente la riscrittura delle equazioni che definiscono il problema tramite funzioni di grado inferiore a
quelle di partenza, percio piu semplici. Uno dei metodi € ad esempio il metodo di Galerkin usatp per risolvere
taluni problemi che non presentano una soluzione analitica chiusa. In questi casi si effettua la formulazione nu-
merica per riscrivere le equazioni in forma integrale ed effettuando un integrazione per parti si giunge ad una

formulazione risolubile.

3.3 formulazioni deboli

La formulazione del problema iniziale scritta con le equazioni differenziali alle derivate parziali ¢ detta forma
forte, mentre la forma integrale (secondo il metodo di Galerkin) viene chiamata formulazione debole. Questo
perche essa non rappresenta le equazioni nella loro forma reale, ma approssimata, quindi bisogna fare attenzione
quando si applicano i metodi varazionali perche se la formulazione non € ben posta puo portare a grandi oscil-
lazioni nelle soluzioni al variare dei dati iniziali del problema. Quindi una formulazione si dice ben posta se le
soluzioni sono continue nel dominio dei dati.

Per ciascun elemento la funzione da valutare possiamo approssimarla con funzioni note, scelte dall’operatore, ad
ognuna delle quali si associa un coefficiente. La risoluzione del problema quindi si limetera al calcolo dei coeffi-
cienti relativi ad ognuna delle funzioni note utilizzate per semplificare le funzioni. Nonostante, il metodo possa
portare a dover calcolare un numero elevato di coefficienti, che cresce all’aumentare del grado di accuratezza del-
la soluzione, rimane comunque uno strumento con grandi potenzialita che permette di risolvere problemi molto

complessi, tramite semplici equazioni algebriche.

3.4 Il metodo degli elementi finiti o FEM

Per poter applicare il metodo agli elementi finiti occorre discretizzare il dominio, ovvero non essendo possibile
effetture i calcoli nell’infinita di punti che compongono qualsiasi spazio, che sia monodimensionale o tridimen-
sionale, si riduce lo spazio ad una griglia di punti.

Nel nostro caso essendo il dominio tridimensionale si puo pensare alla costruzione della griglia partendo dal
definire le sue superfici che racchiudono il dominio. Per ogni superficie consideriamo i lati, o spigoli, che la
compongono e per ognuno di essi scegliamo una griglia di punti tale da suddividere i lati in intervalli (nel nostro
caso i punti sono equidistanziati). Si ottiene cosi una serie di punti, detti nodi o punti nodali. Ora tramite diago-
nalizzazione estendiamo la griglia sulle superfici e intersecando i tratti che congiungono i vari punti otteniamo
altrettanti nodi disposti sulle superfici. La nostra griglia si puo vedere come le superfici laterali del dominio

siano scomposte in elementi triangolari. Questi sono elementi finiti in 2D. Estendendo lo stesso ragionamento
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Figura 2: Immagine della griglia impiegata per i calcoli.

nella terza dimensione possiamo unire i vari nodi sulle superfici andando cosi a creare una griglia, detta mesh,
tridimensionale dove gli elementi finiti possono essere a seconda della scelta del tipo di discretizzazione di varie
forme.

Il dominio risulta cosi diviso in piccoli pezzi chiamati elementi finiti e gli angoli che li compongono sono i nodi.
Allora qualsiasi variabile che sia essa la velocita o la pressione € calcolata nei punti nodali. Successivamente
per ognuno degli elementi finiti si definiscono funzioni polinomiali di interpollazione per poter calcolare i valori

all’interno dell’elemento finito partendo dai valori calcolati nei punti nodali.

4 Risultati ottenuti con FreeFEM++

I calcoli sulla cella unitaria di tutti i problemi microscopici ottenuti sono stati condotti con un codice di calco-
lo basato sul programma open source FreeFEM (https://freefem.org/). La griglia agli elementi finiti impiegata &
raffigurata in fig. 1, la parte mostrata in rosso corrisponde all’elemento cubico di rugosita (di lato pari a 0.5). Il
dominio si estende da y = —0.5 a y = 5. Il valore piu alto corrisponde al valore chiamato y., dove i valori delle

variabili microscopiche devono essere valutati.

4.1 Risultati sul bordo della cella unitaria in y,, = 5

Con il massimo grado possibile di raffinatezza della griglia permesso dall’hardware a disposizione si hanno i

risultati seguenti in y = Yoo
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Problema forzato per S7=

Problema forzato per Sx =

Problema forzato per Sy Ta

Problema forzato per S,

ut = 5.06303
vT = 1.28414e — 15
wt = —0.000191111

pT = —3.89143¢ — 15

4 = 2.89711e — 14

b= —12.8234
W = —6.44736e — 05
p=—10.1261

i = 3.48365¢ — 13
b = —1.59909¢ — 15

W = —1.8334e — 06

p=3.41818¢ — 17

4= —1.7521e — 15

0.00099882

S
Il

W = —9.04592¢ — 05

5 = 0.000382221
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Problema forzato per S7=

Problema forzato per Sx >

Problema forzato per Sy =

Problema forzato per S ZTZ

Problema forzato per SV

ut = —0.000191111
vf = 1.28414e — 15
wt = 5.06303

pf = —3.80143¢ — 15

u = —1.7521e — 15

—9.04592¢ — 05

v

w = 0.00099882

5 = 0.000382221

= 3.48365e — 13

n

o = —1.8334e — 06
w = —1.59909¢ — 15

p=3.41818¢ — 17

i =2.89711¢ — 14
b= —12.8234

W = —6.44736€ — 05
5= —10.1261
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u? = 1.38795¢ — 18
v# = —1.01683e — 32

w? = —8.57342¢ — 17

p? =1

Problema forzato per Sx ™

U =12.8234
0 = —6.82202¢ — 16

—0.00100288

w

p = —2.02123e — 14

Problema forzato per Sy~

=2.45311e — 17

Scc

b= —1.42917e — 30

W = 2.20462¢ — 15

P = 4.42605¢ — 17

Problema forzato per S ZN

Sccc

— —0.00099882
¥ — —1.38658¢ — 14
= 12.8229

= —1.93945¢ — 14

I risultati sono riportati in forma grafica nelle figure seguenti. Si osservi che molti dei valori forniti qui sopra
sono approssimati, abbiamo deciso di fissare a zero tutti i valori inferiori a 10~3, e di mantenere solo i valori delle

variabili macroscopiche che sono di ordine unitario.

5 Conclusioni

Dai risultati calcolati per ciascun problema abbiamo estrapolato gli elementi significativi, il cui pedice oo significa

che sono valori valutati a yoo = 5:
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Tso¥aluz
-0 165473

W5 T

Figura 3: Isolinee di uX, e w?_.

TsoValue
M-

277957

{ |
|
“
1 I
| , :
| !
Figura 4: Isolinee di too € Weo.
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IsoValy
oA

021674
-5 41577
-7 61370

-5 20026
-4.40720
-3 60641
-2.80484
-2 00246
- 120100
-0.40051
0.400866

Figura 5: Isolinee di U € Voo

uk = 5.063
i = 12.823
b = —12.823
Foe = —12.823
wh. = 5.063

oo = 12.823
1 fatto che uf, = wl, e o = w & dovuto al fatto che I'elemento di rugosita elementare & cubico, e che I'asse z
diventa I’asse z dopo una rotazione di 7/2.

In conclusione abbiamo ottenuto le condizioni di scorrimento del fluido sulla parete fittizia e di traspirazione

attraverso la stessa. Tali condizioni sono:
_ T, 2% aN
U|Yoo = eul ST* + Ao SY
_ 2 ]s o Z aoT
Vi, = |0:S% + 0S|
_ T 2% oN
W |Yoo = ew! ST + 2100052

e il parametro € € una misura dell’ampiezza relativa della scabrezza di parete.
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Armati di queste condizioni al contorno si puo ora affrontare lo studio del moto macroscopico di un fluido sopra
un insieme ordinato di microrugosita di parete senza dover necessariamente fare un CAD ed una discretizzazione
della scabrezza reale. Quest’ultima procedura richiederebbe un notevole investimento in tempo di calcolo e in
memoria del computer, a causa della necessita di discretizzare adeguatamente il campo di moto nell’intorno di
ciascun elemento. Questa € la forza della teoria dell’omogeneizzazione, che permette di evitare la descrizione

microscopica del moto e la rimpiazza con opportune condizioni mediate.

Il caso studiato di elementi di scabrezza cubici e allineati ¢ forse il piu semplice che si poteva affrontare. Tutta-
via I’analisi svolta in questa tesi puo essere estesa ad elementi di forma piu complessa e disposti in modo non
necessariamente allineato. Qualora una scabrezza piu realistica venisse studiata ci si aspetta che le condizioni

equivalenti contengano piu termini rispetto ai pochi che sono emersi in questo studio.
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