Appunti dei corsi di Idraulica 1l e Idrodinamica 1

Lezione 8

LA SPINTA ESERCITATA DA UN FLUIDO
SU UNA SUPERFICIE PIANA

* In primo luogo mostriamo (come assunto precedent&ameella LEZIONE 7) che la spinta su

una superficie pian S prodotta da una distribuzione di pressione cost Poté una forzeE
ortogonale alla superficie stessa diretta verssulperficie e di modulo pari al valore della
pressione per I'area della superficie.

Per quanto esposto nella LEZIONE 2 e nella LEZIONE
3 siha

F =[-pnds

S

Nella situazione in esamr P= Py e N sono costanti.

Segue dunque

F= _poﬂjds =-np,S
S

La forzaE & quindi diretta comN, ha verso opposto e il suo modulo & pz PoS.

* Consideriamo ora il problema illustrato in

figura dove a sinistra del pial (X, Y) e presente

un liquido di peso specific Y . Aldi sopra del
liquido e a destra della superficie &€ presente

aria supposta a pressione costante pari alla

pressione atmosferici Pam. Nel disegno é

anche raffigurato il pian((X' Y) ribaltato sul

foglio in modo tale da visualizzare la superficie

S in esso contenuta.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Si voglia determinare la forza esercitata dal

liquido sulla superficie.

Nella figura accanto € rappresentato

'andamento della pressione sul pie(X' Y). Da
guanto esposto nella LEZIONE 4 e nella
LEZIONE 5 emerge che

P = Pam Ty XseNg
essendo la profondita del generico punto del piar(X’ Y) rispetto al pelo libero pari Xsend
Volendo determinare la forza esercitata dal liquidba superficieS, & necessario determinare

F=]-pndS=[-(p,, +yxsem®)ndS
S S

N

Tenendo conto chN & costante, la forzE

puo essere scomposta facilmente in due parti

al

=F,+F,= —npath—njw(senH ds
S

La forza F1 = ~MP.»S & esattamente bilanciata
da una forza uguale e contraria esercitata

dall'aria sulla superficie. Per questo motivo |l

problema di determinarE viene trasformato

nella determinazione (F >

EZ = £_(p_patm) rdS

La pressiont P diminuita dalla pressione atmosferica & dettagives relative P; .

* Considerando che l'uso della pressione relativaiéiffuso di quello della pressione assoluta,

nella rimanente parte di questa lezione e nellietezseguenti indicheremo ccP la pressione

relativa e corE la forza da essa indotta.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

e Dalla relazione

F = —ijxsenﬁds
S

emerge chiaramente che la folE1é ortogonale alla superficie (la direzione Ei coincide con

quella din ) e diretta dal liquido verso la superficie e hiznsita F pari a

yxsenddS = ysen@ | xdS = ysen&.S=ym.S=p.;S
£ i G G ¢~ (NOTA 1)

ove con il pedice G si sono indicate quantita itdeal baricentro G della superficie. Da quanto
ricavato emerge inoltre che l'intensita della foesercitata dal liquido sulla superficie pud essere
ricavata moltiplicando I'area della superficie plevalore della pressione (relativa) nel baricentro

della superficie stessa.

* Nel seguito ricaviamo le coordiné *s, Ys del baricentrali alcune semplici superfici piane

1) Rettangolo

yi .
1 10 h=b?
X5 ——jde:—J' J'xdx dy:2—=—
St bhyl 5 bh 2
G
h . 1
1 167 P Ch
=—|ydS=— dy | dx=—,—=—
L o Yo =g) vas=pLf| [ vay bh 2
qL ?L x S o\o
b
! NOTA 1
J;de & detto momento statico della superfiSzrispetto all’ass¢Y . Si ha quindiJ.XdSz XsS essendo

Xs la coordinatiéX del baricentro della superficS.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

2) Triangolo
Y/ (ﬂhj
m
y=mx h
y=hr_nmb(><-b)
h \ _G e 1 o h y(h—mb)+b
Yo =§£de :b_hlf%mh ydx dy

- .

X
A b C

2t h-mb 1)], _ 2[ h* h3(h-mb-h)]_ 2[bh? pbh?]_ Bh?- dh?_h
yG——Iy b+y| ——-= |y=—|b -t = — | - = =—
mh m bhf 2 3 mh bh| 2 3n ®h 2

La coordinata Ys non dipende dal valore di m !

Ripetendo il calcolo ruotando il triangolo e faadnte verificabile che il baricentro G dista dalla

base sempre un terzo dell’altezza qualunque latsecglto come base.

3) Semicerchio

Yyl
\ /
G| R 5
X

3

e

\/W
yflfydsz ZT fy y didy = —= EZy\/RZ—yzdyﬂ;z

IRZ

3 3T
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

e Nota la direzione, il verso e il

modulo della forz¢E | per risolvere

y completamente il problema e

® necessario determinare la retta di

applicazione dFE . La forzaE deve

essere infatti equivalente alla somma

delle forze infinitesime —NpPdS

esercitate dal fluido sulle superfici

X

infinitesime dS che compongono
S. E sara equivalente se avra la stessa risultantesee$so momento rispetto ad un qualsiasi

polo. Indicando con C il punto di incontro dellataedi applicazione cE con la superficieS

si deve avere

Fx. = I pxdS Fyc :J- pydS
S S

essend((xc,)’c) le coordinate del punto C detto “centro di spinta”

Le formule precedenti, insieme alla relazione

F:jpds

precedentemente ricavata, evidenziano un importakato: le coordinat Xc: ¥c coincidono con

le coordinate del baricentro del cosidetto solidtied pressioni, cioé di un solido, nello spazio
(X, Y; p), individuato dallintersezione delle
superfici P=0 e P=)xsemd con un cilindro a

generatrici parallele allasse p e con una

direttrice coincidente con il contorno S (vedi

figura). E’ importante anche notare che il valore

Solido delle

pressioni di F coincide con il volume del solido delle

Baricentro del solido pressioni.

delle pressioni
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

¢ | risultati illustrati precedentemente suggeriscana procedura semplice e rapida per il calcolo

della forzaE e della sua retta di applicazione

1) Nello spazio (X, Y; p), con il piano (X, Y) contenente la superficiS e l'assep a esso

ortogonale, tracciare I'andamento IO(X' Y).

2) Individuare il solido delle pressioni.

3) Scomporre il solido delle pressioni in parti di sia semplice valutare il volume e la posizione
del baricentro.

4) Valutare il volumeV; (i =12.....N) delleN parti cosi individuate.

5) Valutare le coordinat (Xci , yci) dei baricentri degIN volumi.

6) Calcolare la forziE

E= EN:(_Vi D)

i=1

7) Calcolare le COOfdina1(Xc’yc) del centro di spinta
N N
Z (Vi X ) Z (Vi Y )

i=1 i=1

Xe =5 1 Yo T —

>V >V

i=1 i=1
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

* Consideriamo le relazioni gia ottenute e discusse

FX. :J' pxdS Fy. =j pydS
S

Discende
2
j pxdS I pxdS Iyx sen &dS IxzdS szdS
Xe = s — Js - s — Js — Js
F J'S pdS J'S yx sen 6dS Lde XS
.‘IxzdS\. N . S , y . .
La quantita.) e il momento d’inerzia della superfic> rispetto all'ass¢”’ e viene indicato

, — 2 . . L
con Jy. E’ inoltre noto che Jyy - JYGVG +SX; , essend(Jdy.ye il momento d'inerzia rispetto ad

un asse parallelo all'as Y e passante per il baricentro G. Segue

J, X2+
Xe = =
X

yy — — ———
G
S XsS XsS
Tale risultato mostra in particolare che il cerdigpinta € sempre a una profondita maggiore o al

pitu uguale al baricentro.

In modo analogo si mostra che

_ J'S pydS _ J.yxyseanS _ Ixde Jy J

- — Xc Yo
el (O

jpdS - J'yxseanS - J'de XsS XsS

Ye

essend(Jx e iy | momenti centrifughi della superfic S rispetto agli ass*' Y e ad assi a essi
paralleli passanti per il baricentro G Si
Resta da sottolineare che le formule precedentenrézdvate sono valide per una distribuzione

continua dip e con riferimento ad un sistema di assi coorditedtiche la pressione si annulli

nell’origine e lungo tutto I'assg
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)

La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

ESERCIZI SULLA DETERMINAZIONE DELLA SPINTA SU UNA
SUPERFICIE PIANA
1) Si consideri il serbatoio in figura riempito di liquido di densit: # e si determini il momento

M necessario a mantenere in equilibrio la

/k paratoia ABCD incernierata (e quindi in
< - a grado di ruotare ma non traslare) lungo il
Pl )
i? c X lato AD. Dati:
| B b a=05m,b=0.7m,c=0.2m
| P
: P =1000 Kg/ni (acqua)
x
J RGN S I
// D
-~

Z
9 e
= b y Soluzione: Si introduca il sistema di

X a riferimento in figura. Si ha

B=C —%

b p = pox

Quindi il solido delle pressioni e quello riportatella figura seguente insieme a una sua semplice

scomposizione.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Emerge quindi che

b2c

F=F+F, =y + yabc

Il risultato ottenuto coincide con la relazione

F=psS
Infatti la pressione nel baricentG della superficie & pari a

oo
¢ 2

mentre

Segue
b
F = yabc + yzbc

che coincide con la relazione gia trovata.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Sapendo che il baricentro di un triangolo si travaina distanza dalla base pari ad un terzo
dell'altezza e che il baricentro di un rettangolotreva a una distanza dalla base pari a meta

dell’altezza é facile verificare che

Xc = (F1Xc1 + szcz)/ F

o v ()
[t o BB e 22

| valore di Xc appena determinato coincide con quello ricavalaléa relazione

Ye Yo

Xe = Xg t+
C G
XGS

sapendo che il momento d’inerzia di un rettangadpatto ad un asse baricentrale & pari a un

dodicesimo del prodotto della base con il cubo'aédizza.

Segue infine che la forzE & ortogonale alla superficie (quindi paralleldaai$e 2 ),diretta verso la

superficie e di intensita pari a
F=(9.81x 1000x 0.5 0.% 0.2 9.8 1080 0385 8.7 JN2= I

Il momento da applicare per mantenere in equilitaiparatoia sara un vettore diretto lungo I'asse

Y, nel verso positivo, di modulo pari a

E’ facile verificare che la quantita precedentencale con

’cb b b a
M =y———+yabc— = ycb?| = +—
V3t reeR Ty [6 2}

Segue qu|nd| M =9.81x1000x 0.2 x 072 X |:% +O—25} Nm = 353Nm
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

2) Assumendo il problema piano e di larghezza uait@alcolare la forza esercitata dai fluidi sulla

superficie AB. Siant/1 e V> il peso specifico del fluido sovrastante e sottot rispettivamente.
K K
s Dati: y; =800 g%g;yzzmoo 9%3

> B
a Y /
- - =7
a=05mb=03m@= A

P=z p=y,xsend per x<—
sind
a
alsen® =y aty, x———|send per x=
p=piat s x- 2o Jserd perxz 2
yia +Y2b b/sen®
X
E’ conveniente scomporre il solido delle pressicome
indicato in figura. Risultera dunque @
a? ab b2 a/sen®
= + +
"1 osere Mang V2 2sero )
Y1
Sostituendo i valori numerici bisen®
Yia
F= 800><0—'5”[0—'5+ 0.3% 100& 03 Kg; = 378g;
sen— 2 2seh-
4 4
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Per determinare la retta di azione della fdfza necessario calcolare la coordinatdel centro di
spinta. Si calcola quindi dapprima il momento, peita di larghezza, della distribuzione di forze

rispetto all’asse y. Facendo riferimento alla scosipione del solido delle pressioni illustrata

prima, si ha:
1 a2 a b ( a ,1b 1 b ( a ,2b\_
M = y1 +ya + b=
sing 3sind sing Sln79 2sing 2sind smz? 3sing
xgoox (05" +800x05x_ 03 | 05 1 03 | 001 1 (03| 05 2 03 Kg,m
3 sinm/4 sinzr'4 SII’]]T/4 25|n77/4 2sinm'4 SII’]]T/4 35|n77/4

47Kg,m+156Kg; m+63Kg,mJ266Kg,m

e quindi si impone che M sia uguale al momentoadeliza risultanté

Fx. =M
cio porge:

266Kg;m
375Kg;

00.71m

&
I
m|Z
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

3) Assumendo il problema piano e di larghezza unitatégerminare il momentM necessario a
mantenere in equilibrio la paratoia ABC incerniaret C. Si trascuri il peso specifico del gas (si

assuma quindi costante la sua pressione). La pressiel gas viene misurata attraverso il tubo

manometrico contenente il liquido di peso speciVmirilevando il dislivelloA. Sia ¥ il peso

K K
specifico del liquido all'interno del serbatoio D y =1000 g%g Ve =13000 g%g

A=5cm, a=25m, b=35cm

Soluzione: I| moment!M & un vettore ortogonale al piano del dise (M = (010"\/'2)) e con una

componenttM, negativa. Focalizziamo ora I'attenzione sul caladél modulo dM |

Con riferimento alla figura la pressio Po nel gas & pari alla pressione nel p. P.@he a sua volta

& uguale alla pressione nel pu P> Si ha dunque

poz}/mA

Sulla superficie AB la distribuzione di pressiomeasdunque quella qui rappresentata
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Ya Po
N ?
a 1 = +Vva
Al ] PRty
b =N
B_ar- 2\ .
+- + P

!
-
Sulla superficie BC la distribuzione di pressioneas
Ps=Po +Y(a+b)
—>
B C X
4 4
L] )

La forza esercitata dal liquido sulla superficie A8ra dunque orizzontale diretta da destra verso

sinistra e pari alla somma di due contritF, + F,
F, = pab=(p, +ya

b2

FZ:(pB_pA) >

=y

N | o

Il primo contributo(Fl) e applicato ad una distanza da B pari a b/2,cid>l$éo(':z) e applicato ad
una distanza da B pari a b/3.
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LEZIONE 8 (Novembre 2007)
La spinta esercitata da un fluido su una superficie piana

Sulla superficie BC la distribuzione di pressioneogtante e quindi il liquido esercitera una forza

diretta verticalmente verso il basso di inten Fs&ale che

Fy = pab =[p, + a+b)lo
Inoltre Fs & applicata ad una distanza da C pi5 a
Il modulo di M risultera quindi

2

ty—*[Poty(a+b)]= = pp’ +yab® +y b=

b b b b?
M = F1§+ F2§+ F3_2=(po+ya)_2

=[13000x 0.05( 0.3p + 1000 0.2 O0f5 1oo§x( Q%H(gfm= Kgom
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