Appunti dei corsi di Idraulica 1l e Idrodinamica 1

Lezione 11

ANALISI DIMENSIONALE
E TEOREMA DI BUCKINGHAM

* | problemi a cui siamo interessati e i problenlialésica in generale, sono caratterizzati dalla
ricerca della dipendenza di una grandezza fiQ, adalle altre grandezze fisictQ;,Q,,.-.,Qy
coinvolte nel fenomeno in esame. In altre paroleusile determinare la funzior f che lega
Q aQ,Q,,---.Qy

Qo = f(Q1.Q, Q)

Un esempio tipico in idrodinamica € la ricerca aaisistenza (forza nella direzione del moto)

incontrata da un corpo (per esempio una sferapehaza in fluido fermo. Utilizzando un sistema

di riferimento solidale con il corpo (vedi figurd),problema é costituito dalla valutazione R

(modulo diR).
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E’ evidente che il valore (R sara influenzato
- dalle caratteristiche del fluido (nel caso in esalaka densit: © e dalla viscosita cinemati(V)
- dalle dimensioni della sfera (il diame D))
- dalla velocita con cui il fluido investe la sfe (U 0)
Si cerchera quindi di valutare la funzic fstale che
R= f(p,v,D,U,)

E’ evidente che la funzior f di cui sopra & un caso particolare di quella sciitizialmente

Qo = f(Q,Q,.-..Qy)

con

Q=R N=4 Q. =p, Q,=v, Q=D, Q,=U,

Alcune volte e possibile risolvere il problema isame risolvendo le equazioni che governano il
fenomeno. In tal caso & possibile fornire un’esgicese analitica di f. In altri casi cio non &
possibile e il legame frQ;,Q,.....Qy puod essere cercato solo attraverso esperienzdaliatorio.

Se il valore diN e elevato il numero di esperimenti da eseguirdtasestremamente alto. In tale

situazione ¢ utile il teorema di Buckingham, dettche teorem[T.

e Teoremell

Il teoremall stabilisce che la relazione
Q, = f(Q.,Q,.-.Qy)

fra N +1 grandezze fisiche puo essere trasformata in uagaelazione friN +1-M numeri

adimensionali

n,=f(M,MN,,...MN.,)

-B53-



LEZIONE 11 (Novembre 2007)
Analisi dimensionale e teorema di Buckingham

essend(M (NOTA 1) il numero massimo di grandezze dimensiowglte indipendenti che puo

essere individuato all'interno delN +1 grandezzeQ, Q;.---.Qy e I numeri adimensionali.

Dimostrazione:

Si voglia trasformare la relazione
Qo = f(Q Q1 Qu)

- Siscelga il massimo numeM di grandezze dimensionalmente indipendenti.

Non si perde di generalita se si suppone che ledgzze scelte siarQQz:---Qu .

7 Q) ...Q¥ che abbia le stesse dimensionQ,.

- Siindividui il monomioQ;"
Dalla definizione diM e di grandezze dimensionalmente indipendenti iri@q: By Vo, -y

non sono tutti nulli.

- Sidivida la relazione di partenza sia a destrazchimistra pe Q;° Q2° Q... Q¥  Si avra

Qo
a ) Bo
1 2

== 1,(0.0:00,)

.Qu
E’ evidente che il termine a sinistra della relagi@recedente € un rapporto adimensionale.

Wy +1

- Siindividui il monomioQ, " Qf“”--- "t che abbia le stesse dimensionQy .

- Laddove nella funzion¢ f, (evidentemente diversa f) compareQy., si sostituisca

QM +1
Q10’M+1Q2/3M o Ql\ﬂ;IJM +1

segue dunque

QfM+1Q2M+1." '\C;I)M+1 — rIM+1 QlaMﬂQéBMﬂ".Q:A)MH

r]0 = fl(Ql'QZ""’QM 'r] M+1’QM+2""’QN)

! NOTA 1
« M grandezze si dicono dimensionalmente indipenderitimonomio
Q' QF Qf...Qy
avente dimensioni nulle, implica
a=0 =0 y=0 .. a=0
Se esistono valod, B,....& diversi da zero e tali che il monomio
Q’ QF Qf...Qu

ha dimensioni nulle, allora M grandezze sono dimensionalmente dipendenti.

. Il valore massimo diM dipende dalla natura del fenomeno. In particolageilsfenomeno e

geometriccM =1, se il fenomeno & cinematiM =2, se il fenomeno & di natura dinamM =3 e
cosi via.
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Si ripeta il punto precedente [Qu .2, Qu+s:--Qu per giungere alla relazione

Mo = fuon (QuQereesQu s Myns Mgz M)
Cambiando I'unita di misura della scQ; (procedura possibile esserQ,,Q;.....Qu grandezze
dimensionalmente indipendenti), i valori Mo, My, MMy ... TTy non cambiano essendo
[ numeri adimensionali. Neanche i valori Q,,Qs,--..Qy cambiano non essendo variate le
loro unita di misura. Segue quindi che la funzi fy-w non pud dipendere esplicitamente da
Q.
Cambiando l'unita di misurQ, e seguendo il ragionamento esposto al punto peetedsi

conclude che fy-w non puo dipendere esplicitamente Q1
Analogalmente si pud concludere ¢ fy_y non dipende esplicitamente Q;.Q,,-.-.Qy

E’ possibile quindi concludere che

Qo = 0(Q1,Q,,-,Qy)

si trasforma in

n,=f(MN,M,,...MN,,)

come si voleva dimostrare.
L'utilita del teorema [l emerge chiaramente applicandolo all’esempio cenatd
precedentemente.

R= f(p,v,D,U,)

Essendo il problema di natura dinamM = 3.

Scegliamc 2,U 4, D come grandezze dimensionalmente indipendenti.

In primo luogo verifichiamo che2,U,, D siano dimensionalmente indipendenti, cioé che il

monomio

p’ U/ D’

con dimensioni nulle implict@ =0,8=0,y =0, Sj ha

[o] =ML U= LT [D] = L

segue dunque

lpeuéDpr|= ML -ALy
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Dunque|pU£D”|=0 se e solo se

a =0
-3 +B +y =0
_,3 =0

Il sistema algebrico lineare precedente e omogeriedeterminante della matrice dei coefficienti &

diverso da zero: la soluzione allora € quella idamiente nulla. E’ quindi possibile concludere che
P.Uy, D, sono grandezze dimensionalmente indipendenti
Cerchiamo ora il monomi 0 U oﬁ D” che ha le stesse dimension Ri Sapendo che
[R] = MLT 2
Si ottiene

M L3 LAT LY = MLT 2

a=1 a
—3a +pB +ty =1 = vy
-f= -2 B

I
N N

Dunque la relazione iniziale puo essere scrittiariefma

R
oPU2D? = f,(p.U,,D.V)
0
Cerchiamo ora il monomi2? U,” D” che ha le dimensioni (V. Sapendo che
[v]= LT

Si ottiene

ML LAT ALY = L2T
a=0 a
—3a +f +ty =2 = vy
-B= -1 B

1
= P O

Si puo quindi concludere

R _ v
UZDZ_fZUD
U 0
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Voo R .
U,D si ritiene che%)U 2p? dipenda da

Per motivi storici invece del numero adimension

UD/
V

R _—(U,D
—0p? !
pU v

u,D/ . . : .
Il numero ~° 4 e detto numero di Reynolds e viene usualmenteatalicon Re

Dunque

_uy,D
\

Re

R X . : o
Il numero /oU 2p? e detto numero di Newton e viene usualmente inclican Ne

Applicando il teoremel1 si & trasformato il problema iniziale, che prewedéa determinazione

della funzione f di 4 variabili indipendenti, nella determinaziotella funzione f che dipende da

una sola variabile indipendente con chiaro e indulbntaggio.

IL TEOREMA 1M NEI PROBLEMI DI IDRODINAMICA

Nei problemi idrodinamici, oltre al numero di NewtdNe) e al numero di ReynoldsR¢), possono

comparire altri numeri adimensionali. | piu comsono

- Il numero di Froude
UO
4/aD

che compare qualora il fenomeno sia influenzattanmtalla accelerazione di gravita

Fr=

- Il numero di Mach
UO

Ma =

che compare qualora il fenomeno sia influenzattadamprimibilita del fluido.
- Il numero di Weber

pDU}
g

We =

che compare qualora il fenomeno sia influenzatadahsione superficiale.
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